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一 一 一 一 第 一 & 
常 微分 方程 的 初等 解法 
81 基本 概念 
在 一 (或 者 一 ) 方 各 中 如 MAE, 20) 在 方 "m. 
T * AIAH CO 


A ,就 称 该 方程 为 
方程 组 I RIA RIGEN RIOU DAT ENAN, 就 称 


EO BOSE 8,2: ALL ITI BR ORIS A ie TD de HI EK, 
BUD BUS RETIE 


Pind /-PrrhR CA NE GO PRURGROK TURA RRA 
函数 oO WORTEN ERE 
Tn TON 
BAAVRULIUS I AR | 


xm 0 Ttr(e-40. 
nA d'a B 
up 


等 , 都 是 微分 方程. 第 一 .二 ,三 是 常 微 分 方程 ; 第 四 、 五 是 偏 微分 广 
得， 由 于 本 书 主要 是 讨论 常人 分 方程, 为 方便 想见, 有 时 也 条 苏 常 
微分 方程 为 方程 


从 历史 上 来 看 ， 微分 方程 与 从 积分 是 癌 时 产 "mi 而 微分 方程 


2 第 一 章 常 微 分 方程 的 初等 解法 


从 它 诞 生 之 日 起 就 成 为 人 类 认 误 和 改造 自然 的 有 力 工 具 ， 早 在 十 
七 世纪 , 牛 瑟 (Newton) 在 创立 微 积分 时 ,研究 了 天 体力 学 , 它 与 微 
身 方 程 是 密切 不 可 分 割 的 ， 而 海王 星 在 它 未 被 发 现 之 前 , 就 被 天 
文学 家 用 微分 方程 的 方法 , 经 过 许多 计算 预测 了 它 的 存在 ,后 来 才 
根据 预测 位 置 而 被 找 独 的 ， 随 着 生产 实 幅 和 科学 技术 的 发 展 , A 
分 方程 也 不 断 地 向 前 发 展 成 为 数学 学 科 揭 分 支 ， 并 且 是 数学 理论 
联系 实际 的 重要 桥梁 之 一 ， 和 在 化 学 .生物 学 力学、 电子 技术 自动 
控制 和 星际 航行 等 学 科 和 现代 技术 中 ， 微分 方程 已 经 成 为 不 可 少 
的 工具 , 更 加 显示 出 它 的 作用 ， 
一 、 基 本 不 语 

(Oi É 

TETILAY T TR UP Bt L8 308 2 591 BRUIT SORTE SEE 6 DORIA ICI 
JOBS ME. Pini BENAS HARA FOI — 
阶 和 三 阶 ; 两 个 偏 微分 方程 分 别 为 一 阶 和 二 阶 。 A n 
4 Ji f& BE EUR ZI ` 


F(s, e, 2, eH S) =0, | (D 
um, Pio, 2, T yd, t EARE, "- 


函数 。 DOM n ARE, ERER E BARAER m B 
Sa, ART o ERU EHLDL XE EU BERI JERER EC RT ER E 
HA. 

(ENDE S D, KA t REER, H o, ge a 
者 mu, ne, c, ws CERAR. MORBUS EI SUCI SD, A 
也 用 记号 所 = Tm, Pe 772. TOWEOROLE, USE t 常 代表 时 
EHE HAC SHTAORIERURROR, 3648, 也 可 以 用 其 他 
记号 来 表示 各 个 变量 .” 
^3. 解 和 积分 由 线 

HORUM p (在 其 区间 a<t<3 WR o BEAR S rr: 
2 一 9 (代入 方程 (后 ,能 使 等 式 


£1 基本 概念 8 


F(t, pa), 90), e e" (0) -0 
在 s<t<8 内 恒 成 立 , 则 称 函 数 o e Q) 79778 CL) RS] Pe, WREN 
a óc b ERE eo (Bx x ET, 

月 时 不 易 求 得 解 的 表达 式 2 一 ppl), 而 易 求 得 tf, wm 的 关系 式 
(t, 2) —0, dr WEE ER ER AE s—9 0) J& RE CD RS e, mU ER 
Pa, c) -0 是 方程 (1 的 积分 。 对 于 一 个 微分 方程 , 求 得 它 的 积 
分 ;就 相当 于 求 得 它 的 解 . 

Md i, v XE qj EAS JL4of Se zs Je E TS] 1L ZR, 92 7 RR CD 
的 积分 

em. pu AC —P i w= —/ C —P (0 3E 
的 任意 常数 ?都 荐 一 阶 方程 dt: , 

(de d GRE 
di E, 
的 解 , Ef gx X DEB E —C icc, MARA 
六 二 一 3 
就 是 这 个 方程 的 积分 ， 它 在 志 平面 上 的 图 形 是 以 原点 为 中 心 的 
圆周 , 是 这 方程 的 积分 曲线 . 
8. 方向 场 一 一 微分 方程 的 几何 解释 
六 


Itn, f, 2) dE i YLEREOR D AROLUR 方程 (2) 
BI ARE m — p (D) SER ts 平面 上 的 曲线 ,是 我 们 所 称 的 积分 曲线 , 在 


其 上 每 一 点 地 o) b, 积分 曲线 的 切线 针 率 Z JE i e IG, 四 在 
这 点 的 数值， 反之 , MERR = 一 消 (人 在 其 上 每 点 人 号 处 的 切线 
gu 007. 恰好 是 函数 (4 o) de x ILI PC, O), BK, 


z 一 省 信 就 是 方程 ( 芍 的 解 ， 曲 线 o C) RET REOD IE UAM 
线 . | | 
根据 这 样 的 几何 解释 ,为 了 得 到 方程 人 的 积分 沿线 , 我 们 可 


4 M uA E 


BEKR D Vp — KG, e), AJG, D BEHECALURDEJEECARBR, UE 
It xn dE xk HSÉ EE BEI 77) 18). E (E 3k, 3X EP, TEO dE D FERES 
4E 423r, KAROE D Was Y -tA 6535. 以 这 个 方 
I 5r "P ESI RE E Cei 71 60) TRER, 就 是 积分 曲线 . 

SCESOBESUL S TES (2) 90937 38, CE CEABORESR ECL TEL IAE 
SA. ER SALIS RT UL FS Zr 1089 95 09 73 P5 3E CURIE HR EL EL 3 R, 
从 而 可 以 研究 解 的 几何 性 状 。 当 然 , 数学 上 的 方向 场 , 要 每 点 作 一 
直线 侦 ( 或 方向 ) 这 在 实际 上 是 办 不 到 和 的， 但 是 ,我 们 可 以 尽 可 能 
p ul -— 55, 以 这 些 直 线 作为 切线 , 把 它们 一 小 段 一 小 段 地 连 成 光 清 
曲线 , 这 样 就 近 做 地 夯 出 了 方程 2) 的 积分 曲线 .还 可 以 用 笔 倾 线 
的 方法 作 方 向 场 . 0 - 

[ 例 习 有 几 方 身 场 的 方法 画 出 方程 

da 1 


di sw 


的 积分 曲线 . 

解 ” 这 方程 在 上 s 平面 上 除 举 标 加 w=0 外 都 有 定义 , 如果 我 
们 允许 把 斜率 为 oo WARRE APEE, 那 末 ,方程 在 除 原 
点 而 外 的 平面 上 确定 了 方向 
场 ， 为 了 证 出 方向 场 , NA 
找 出 场 中 具有 相同 方向 的 点 ， 
Bp 学 一 常数 的 点 的 轨迹 ， 
这 种 轨迹 称 为 等 倾 ( 针 ) 线 ， 这 
“个 方程 的 等 倾 线 就 是 一 二 一 
即 从 原点 出 发 的 直线 z= 一 
Ji 在 其 上 每 一 点 (名) 的 
| AT T c 557 HAERA 
-的 方向 季 直 。 到 = 0, EL RI, £3, V 就 容易 通 出 方向 声 . 
根据 这 个 方向 场 , 可 以 描 出 积分 曲线 就 是 以 原点 为 中 心 的 圆周 (图 


$1 dox OH GA 5 
1. 力 ， 这 与 上 一 段 验证 的 结果 相符 . 
9 : 
DAD RERE A m. 
dí 


ag? 


(3) 


的 方向 场 , 并 画 出 积分 曲线 . 

E ”方程 右 端的 函数 在 全 平面 上 都 有 定义 ,因此 , 在 全 平面 上 
确定 了 一 全 方 高 场 ， 扬中 的 等 癸 线 是 再 局 志士 多 二 有 在 其 上 方 
向 场 中 的 方 庙会 于 以 斜率 为 K* 的 直线 的 方向 , 当天 取 基 些 定 值 ， 


plins-i, 昌林 ,于 ，… 时 ,就 可 以 作出 方向 场 。 然后 ,以 方向 声 
确定 的 方向 作为 切线 就 可 以 找 出 积分 曲线 的 大 至 图形 图 1.3 中 
的 昔 线 分 别 代 表 过 (0, O, (于 ,0) 和 (1,9) 的 三 条 积分 曲线 . 


图 了 .3 


”常用 的 所 谓 欧 拉 (Buler) 折线， — JUR 
Po(2o, yo) TE IE f (o, 6) 29 AKIE E ER B, 沿 着 它 向 右 稍微 
移动 到 一 个 新 点 PLC, m0, 然后 再 作 以 f, e) AEE OEC AR 
B, 沿 著 它 仍 血 右 方 稍微 移 涝 到 第 三 点 Palla, Sa), e, MICA 续 
儿 次 ， 就 在 Po 点 的 右 方 构造 成 了 一 条 “折线 ”( 左 方 可 完全 类 僻 地 
作出 ), 它 可 以 近似 地 并 表 积 分 茧 线 。 如 果 划 以 光滑 , 就 更 加 接近 
积分 曲线 的 形状 了 、 如 果 对 函数 (i 四 加 上 某 些 条 件 的 限制 , 当 


e F-E PROTEIINE 


Rm 1.3 


lo, 5i, fa, e RA ERR, GaS RNR ARRACHER 
方程 ), 这 函数 将 通 近 于 方程 多 的 解 。 

二 、 几 个 实例 

[PISI AIEE t m R REE 

放射 性 物质 的 原子 核 很 不 稳定 ,会 自发 地 放出 射线 , 变 为 另 一 
种 元 素 的 原子 楼 , RARR, BOO RE. EEH, 原子 核 数 
Ey N BOR, 在 单位 时 间 误 变 的 原子 核 数目 与 六 成 正比 , 即 


D - -AN, (4) 
这 里 >0 是 常数 ， 由 实验 决定 。 设 在 #0 时 镭 的 原子 核 数 B 


No, B 


N (0) SNo (5) 
试问 经 多 长 时 间 它 衰减 一 半 , 即 确定 它 的 半 末 期 
ARREN =N ™ EORR, BREAD. WEHA 
怎样 求 方程 (多 的 解 。 称 项 得 
EN 


d ce NY pa 
mg N)mer (Tr ew), 所 以 


osa n 
pu N) —0, 


$1 ERES * 


及 而 得 到 : eN =O, 
这 里 C ABE. 所 以 
N =0e™ (6) 
EORR, SUIS ULIS (D BUSE RE, 
RE SU AR AR PE (5) Sie ese (60 中 的 OC — Nu, Mi AOW E RA 
(8) 的 解 是 


N= No 二 (7) 
它 称 为 (由 的 持 解 . 
Au T EEK EH, 那 林 
Nute 2s, 
de 1n2 
n 
T=. | (8) 
实验 可 以 测 得 -| 。， 从 面 林 以 决定 %。 由 此 可 得 锅 的 半 
E Wh 1622 年 . 


TUBE UR, 为 用 微分 方程 研究 实际 问题 , 首先 应 当 根 据 物理 实 
难得 出 的 趣 律 来 列 写 方程 , 即 它 的 数学 挑 型 。 然 后 求解 微分 方程 . 

从 侯 的 表达 式 (6) 看 到 ,方程 (4 有 无 穷 多 个 解 ,而 具体 问题 往 
往 需 要 求 出 满足 特定 条 性 的 解 , 例如 CD) e (4 B9 98 FA PE (D B A 
解 。 而 条 和 件 ( 呈 ) 称 为 初 值 条 件 ， 导 求 满足 初 值 条 件 的 解 的 问题 , 称 
3g 20 AE FL, 

[B] 4) EARR 

.气动 延 时 器 是 利用 恒 容 容器 中 气体 排放 规律 设计 的 计时 装 
Xo 设 容器 中 充满 具有 一定 压强 的 气体 ， 从 某 时 刻 开始 经 过 毛细 
管 向 外 排放 ， 当 容 加 中 气体 达到 一 定 压强 加 时 发 出 讯 导 , 达到 计 
时 的 目的 。 设 初始 时 气体 压强 为 po, ERA t BST FE GR OG CO, 
根据 实验 , 它 的 变化 速度 与 压 差 2 一 g 成 正比 , 其 中 g 是 大 气压 
3m EA 

dp) — —A(p(1) —), pCO) = po o O 


8 BE KARAER 
这 里 >0 是 常数 , 它 与 毛细 管 的 内 径 有 关 ， 试 问 ， 为 了 计 测 时 间 
T, 应 如 何 选择 ), 使 得 在 t- 卫 时 ,压强 2( 人 的 变化 速度 为 最 大 ， 
这 时 的 气体 压强 p: 称 为 发 讯 压 强 。 
首先 求解 方程 (9)， 由 于 | 

dr etin -a= 只 + 一 时 = 


所 以 i 
Ep —4] =C URE), 
gl 
p(t) —9--Ce ", 
ERIR p(0) 一 po 得 C —po—«.. PAO PO fS 
pt) -9-- (p, 90€", (10) 


由 此 ,可 以 计算 在 和 时 刻 TP 的 什 
| æj- -alpe 


ARA Ape X5 HE Ac HL, EAT A RERS 
00: G4) (LAT)e =o, ! 
Ely MP =i, p 在 ~ 了 时 的 变化 速度 达到 最 大 , 从 而 压强 
£i-pn(D) =g+ (p —9)e 1 —0.6329 4-0.868po,. 

这 就 是 说 , 在 设计 时 间 为 了 的 发 讯 装置 时 , 宜 于 选取 毛细 管 , 

Bo dr, ERRAR 
p, 7 0.6329 -- 0. S6Bgo. 

-气动 计时 装置 在 由 气动 器 件 组 成 的 控制 仪表 中 有 广泛 应 用 
这 里 只 是 谈 谈 设计 时 的 基本 原理 . 

TRS] MAHEK 

EJ E, BA CO 和 电源 E BRITAN HAEE 3260]: I.t 
所 承 )， 当 考虑 电容 两 端的 电势 隆 w(t) 时 , 称 为 阻 容 电 路 ， | 

设 电 路 中 的 电流 强度 为 iC), 根据 基 尔 霍 夫 (Kirohboff) gtt, 
电 漂 电势 吾 ( 们 等 于 电路 中 电势 降 欧 和 ; 即 


$1 基本 概念 $. 


b 


| gil ia- Ec. [s 
dm CBE 


所 以 | i=0 " 
IA OD RR 四 
BO 2 es HCE). s (2) 
这 就 是 阻 容 电 路 的 微分 方程 . T- BO Hao Bet o 3 
在 求 方程 (12) 满 足 初 值 条 件 
«(0 =0 l (8) 
IUE, 即 设 开 始 时 电容 两 端的 电势 为 0. 
用 可? RODAR, 9R 


一 Te do curta P BD. 
县 9 到 上 积分 上 式 两 端 得 到 
Tet - | eT E(s)ds, 


从 而 amh f o2 "Ed t (14) 


是 方程 (12) i EX OS BS. 
E IGEFIOLITP 它 成 为 . 
s= Eet"), v | 095 
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由 表 近 式 (I 钱 看 出 ， 当 #1~> 十 oo 时 电容 两 端的 电势 最 终 东 于 电源 
的 电动 势 Eo Jp EO £— T — RO 时 , 达到 Eo hy 62.276, MAT 


da 


Au, He 自如 开始 以 恒 速 R| ， 增长, AWATAR R 


终 的 稳 态 值 Eo, 这 也 就 是 我 们 称 T — BO 为 阻 容 电 路 的 时 间 常 数 
的 理由 。 当 ROTER, 称 该 电路 为 积分 电路 . 

从 方程 ( 芒 、(9) 和 (19) 看 出 , 它们 都 是 一 阶 党 微分 方程 , 而 
且 未 知 冰 数 和 未 知 函 数 的 导数 都 是 一 次 地 出 现 ， 系 数 帮 是 常数 . 
称 这 样 的 方程 为 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 ， 在 它们 的 求解 过 程 中 
都 有 乘 上 某 个 因子 et 的 步骤 .关于 常 系数 线性 方程 的 求解 , 我 们 
将 在 第 二 章 详细 讨论 ， 这 些 不 同 的 物理 问题 , 归结 为 同一 类 型 的 
微分 方程 ,对 于 我 们 是 十 分 重要 的 .就 是 说 , 我 们 在 研究 一 种 物理 
问题 后 ， 可 以 用 类 似 的 方程 研究 另 一 种 物理 问题 ， 这 种 数学 方程 
的 一 致 ,促使 我 们 有 必要 系统 地 研究 常 微分 方程 问题 . 

[ 例 的 ”探照灯 的 设计 原理 MEM 

氛 照 灯 是 用 来 获得 平行 光线 的 ， 假 设 把 灯泡 近似 地 视 为 点 光 
源 ,我 们 试图 获得 一 旋转 曲面 镜 ， 
使 光线 经 反射 后 成 为 与 旋转 轴 平 
行 的 光线 . 

取 点 光源 的 位 置 为 极点 ， 旋 
eH NERA, AO. 
Ti 55 e c TTE e HR Je Me e M T 
的 母线 , CNE H ror O) .图 
1.5), 

设 光线 自 极点 O 经 镜面 的 一 

图 s AM Rap MLE RS 
要 求 , ME SFI FRM, 又 设 曲线 在 M Usi Bos TMN, 根据 
几何 光学 原理 , LOMT ZNMLE-a, X EIRASOM 与 切线 


$1 基本 概念 11 
NMT 的 交角 为 应 根据 数学 分 析 知 


Lr 
ie u- L5. (16) 


RE LSA pra, 0—2a, 所 以 p-ni, 从 而 


把 它 代 入 (16) 得 
lé --dR-—[A 005 


这 就 是 镜面 母线 所 满足 的 微分 方程 . 
E COUR 


nr=- nf 
dé 1--cos 月“ 


所 以 inr-0,-| Ts d8 = O,—in(l-—cos95, 
-Bp l 


r—4^/(1-—co88) — a8) 


C 
1—00287" 
xc O -d4 是 不 等 于 的 任意 常数 , (18) 是 抛物 线 的 极 誉 标 方程 ， 
JR did T5 SES FR ER. LR ID ECTS AER, 由 (18) 得 


r—r cos —O, 


Ep 7? — (C +r con 8)*, 
所 以 +y = (Oca, 
Rp 
p -20 (24-2. | (19] 


这 就 是 说 , 探照灯 镜面 是 旋转 抛物 面 ， ERU Se SOL RIT SE 
线 的 轴 , 而 点 光源 所 处 的 位 置 是 儿 物 线 的 焦点 . 

为 要 确定 具体 的 镜面 ， 需 要 根据 其 他 条 件 决定 (18) 或 19} 中 
的 常数 CO， 例 如 要 求 焦 民 加 给 定 , 那 末 0=p, 抛物 线 为 C 


45-8 2p), 


T2 幕 章 常 微分 方程 的 初等 解法 


或 ?= 

AHAT EU 

是 一 个 几何 光学 问题 所 归结 的 常 微分 方程 ， 它 仍 是 一 个 一 阶 线性 
微分 方程 , 但 系数 5 是 自 变 量 9 的 函数 ,该 方程 是 变 系 


数 线 性 常 微分 方程 . 

[M] 7] gu 

质量 为 m 的 球 , BEX T m SECHS e O 
《如 图 工 -的 ,在 地 心 引 方 下 作 往 复 摆 动 , IIR HE 
线 的 质 景 , 称 为 单 摆 , RR m EOS GR, MRE 
线 的 卖 角 记 为 9, 试 求 报 球 的 运动 方程 式 . 

摆 球 在 运动 时 受到 地 心 引 力 、 阻 力 和 线 的 张 

O" OHREN, BREH, MEH GULIN) 在 Om 

m s 连 线 上 的 分 沪 与 线 的 张力 相 平 衡 ， 重 力 在 Om 3 
直方 向 的 分 力 为 mg sin 0, 报 据 牛顿 定律 ,应 有 

miT 

上 式 中 的 负 呈 是 因为 重力 的 分 力 指 向 如 的 减 小 方向 ， 于 是 得 


A =f sinp, (20) 


这 是 一 个 二 阶 党 微分 方程 ， READ ORE 次 地 出 现 ， 所 以 
(20) 是 非 线 性 微分 方程 . 
当 台 充分 小 时 sin 8729, r REONE WUEREN 


g 
x: Eg 9=0. (21) 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 。 它 的 求解 方法 将 在 第 二 章 详 
细 讨 论 . 

大 上 面 五 个 简单 例题 看 出 ， 为 了 求 出 某 些 变量 的 函数 关系 ,我 
们 往往 是 根据 实验 规律 先 求 出 它 的 导数 与 变量 之 间 的 关系 ， 即 列 
写 描 述 现 象 的 微分 方程 ， 这 称 为 建立 数学 模型 ， 然 后 求解 微 秃 方 


-= —ngsin f, 
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程 , 得 出 所 需要 的 函数 关系 .在 求解 党 微分 方程 时 , 往往 是 先 求 它 
购 通 解 , 妈 合 有 任意 常数 的 解 , 再 根据 条 件 决 定 特 解 。 
在 常 微分 方程 的 研究 初期 , 人 们 致力 于 求 出 方程 的 全 部 解 , 并 
且 成 芒 地 求 出 了 一 些 简单 微分 方程 的 解 。 本 章 将 讨论 能 够 用 初等 
秀 数 或 它们 前 有 限 次 积分 表示 解 的 党徽 分 方程 , 即 初 等 积分 法 . 
但 是 , 1841 年 法 国 数学 家 刘 维 尔 (Liouville) 证 明 ， 十 分 简单 
的 黎 卡 所 (Riocati) 方程 


da a 
—— 二 证 
di 他 十 


RO Af, fs oc 是 某 些 特殊 值 外 ,是 不 能 用 初等 函数 或 它们 的 有 限 次 各 
分 败 示 前 ， 即 不 能 用 初等 和 分 法 求解 。 它 促使 人 们 研究 可 用 初等 
积分 法 求解 的 常 微 分 方程 的 基础 , 李 (Lie) 用 变换 群 的 方法 对 此 进 
行 了 研究 ， 

从 上 述 例子 还 可 看 出 ， 履 性 微分 方程 是 十 分 有 用 的 。 mx 
3848 Ii CROCI EE I TCU QU REUE I 47 RCRERRUS RES 
ILIECRMEVEAHE P Ge APER Jr RI. 

非 线 性 常 微分 方程 一 般 是 不 能 用 初等 积分 法 求解 的 。 我们 在 
第 四 章 中 将 讨论 常 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 它 是 党 微分 方 
程 的 基本 理论 。 第 五 章 是 定性 理论 初步 , 第 六 章 是 一 阶 仿 微分 方 
程 . 

本 书 相 定 恋 痢 只 六 积分 中 到 学 分 析 的 基础 ， 闪 学 过 线 
性 代数 或 高 等 代数 . 


3] E 
(o 1. 说 明 下 列 方 程 的 阶 . 自 变 基 和 来 知 通 数 ，; 


1) B e PGys- QU 2) AZ epay-QGas 


D EPOSLAR 6 (Y -y=0; 


2 
(5 hta oyma; — 09 5$ dng-0, 


EHP, gU REREAD, e. o. n Um o ERES. 


T4 第 一 童 ” 常 微分 方程 的 初等 解法 


92. 验证 下 列 函 数 分 别 是 所 示 方 程 鬼 解 ; 
dr 


1) Ri. m--Ce", 方程: LE ks6; 
2) Bi. r= 0 方程 : T5» 
D 函数 ，z* 一 Cat+Coe-u， E. DA. 


chia 


| 45 gig. xr—C4coskbLUCsin£, JE. o sco Q0, 


其 中 大 是 某 个 确定 的 带 数 ，C.OaCs 是 任意 常数 . 


] 0, Zire, dz 3 i 
55 BE. - gt, 3i 1-0, 方程 ; u 3s 2 | 
3. PUE FAIDE 向 场 , 3H E E Dn E R ER ER: 
24. E 29, 
2£Tty : 3 
3) A- z—y' 29 ar = PR 


24. 对 于 xm ry, ERO, 外 点 的 欧 拉 折线 的 图 象 , 并 分 段 写 出 
近似 解 的 表达 式 ( 规 定 取 了 轴 上 的 同 隔 42—0.0, 折线 在 如 , 从 点 让 在 各 三 
B. ) 

5, 试 分 别 求 出 方程 T TN 四 及 过 点 3, DOIBUT BEAR. 

6. DREE nter. 过 点 (0, 分 的 积分 曲线 . i 
01. Volk E 20°C 的 恒温 介质 中 冷却 , RERA EERE 
物体 与 介质 的 温差 成 正比 ， 物 体 的 初始 温度 为 ww, 104E REE us, 
求 该 物体 在 任意 时 泌 1 的 温度 wy， 

8. 已 知 平面 曲线 Y 一 # 上 任意 一 点 (rw， VERSER E 到 这 点 
WERZA EA a 求 yt2) 所 适合 的 微分 方程 


9. Anii R MRTE A ERU RUESE T AR E, 求 这 曲线 所 E 
合 的 微分 方程 . 


.$2 一 阶 方程 的 初等 解法 


从 本 节 开 始 , 介绍 微分 方程 的 初等 解法 ， 所 谓 初等 解法 , 就 是 
通过 积分 的 方法 ， 把 方程 的 解 用 初等 负数 及 初等 函数 的 各 分 表示 
a 
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Apol, 现在 我 们 从 最 入 单 的 类 型 谈 起 . 
二 、 分 离 变 量 法 
1、 变 景 可 分 离 的 方程 
形状 如 
CASINO 人 


的 方程 称 为 变量 可 分 兄 的 方程 ， 它 的 特点 是 右 端 为 自 变 量 上 的 函 
数 与 因 变 量 = KHRRRRE, 其 中 fO gCo) 都 是 已 知 的 连续 本 
数 ， 为 了 求解 这 个 方程 , 需要 分 别 考察 两 种 情况 ， 

D 车 g(@) =0 ARER ea, WKE H E A emal 
KIE a MEERI RASE ORTAE EGRE IE o 
LOLA 

2) Ei g(9)40, Wa-p(0) (oct) RR CO .根据 
解 的 定义 ,在 区 间 <i 内 就 有 


Se — 00) (o0), 
E g(p (D) «0, "me 以 改写 为 


de(t) .. | 
gud; 7 OH. 


在 6<t<5 内 任 取 一 点 三, 取 plo) =w M toI CIR ZR Est, f 
AME w<t < 内 有 


t dp(r) EIU 
IN g(g(v)) NIOL 
在 左 端 积分 中 , FERES £m CO, 就 得 到 
vu) dé — t M 
Lowe 
所 以 “一 ?人 基 关 系 式 | 


BE SE NO E an it. | 


| 反之 ， 若 z 一 由 ( 引 在 某 医 间 a<t<P 内 是 由 (区 所 殴 定 的 隐 函 
数 , 它 在 BE zo WIE at ARTESA 


18. 第 一 章 ” 常 微分 方程 的 初等 解放 
yif) 
| 3 =h O. 
两 边关 于 + 求 导 , 得 到 
10 a) 
JED a 4 
" PD 2 d -g Ob), 
Bibl e (0)82/ 38 (D BUR, BEIGE AE 50) 8E Je 75; 8 CD) n t 
同样 ， TUNER i 
-Efor (OC 是 任意 常 雪 (2) 
MERER o, CO 也 是 方程 (前 解 。 所 以 (30 是 方 各 
AREEN ETTET TS 
综合 上 述 两 种 情况 ,在 求解 方程 (区 时 ， 除 了 求 出 合 92) -0 
的 某 些 值 oo 以 外 ,只 要 用 gz) 除 方程 (了 D 的 两 边 ， 使 变量 二 o 
分 离开 来 , 得 到 


yep (oat 


采用 不 定 积分 ,就 得 到 通 积分 
|y = [f(D to, 
WERE SEDI FEN, 那 来- s [roa 分 别 表示 
uy 与 了 (的 某 个 确定 的 原 秀 数 。 这 样 ， 在 原则 上 就 求 出 了 广 


程 (DD) 的 全 部 解 (或 积分 )， 其 中 的 积分 ， TERUEL) S g(%) 给 定 
后 , 应 该 尽 厅 能 计算 出 洲 ， 还 需要 注意 的 是 由 9 (8) ~0 得 出 的 解 
| ao, 往往 不 包含 在 通 积分 和 TRHETERAERIUR RU DES 
Br TT 

[ 例 1] RENA 


$: -p mets 17 
M JATE, 得 到 
vdr= —t di, 
两 这 积分 ,就 有 
于 oz- 一 于 P+O, 
P8 LG, M FiO (O0) 


就 是 通 积分 ， 或 者 从 中 求 出 通 解 = 士 w 人 一 此, Xx GER ip 
得 到 过 的 锁 论 . 


[ 例 匀 求解 方程 
d. 
de lh, 
E D geis OERMo EL TETTRE TS 
一 1 都 是 解 ， 


2) 在 六 一 10 时, BD3E [X BÀ, G4, 2 —1; Ga, —d «v1, Gs, 
«1f, 可 分 离 变量 ， 得 到 


de — 1 
i x FREE] ^d 
BURJ 就 担 到 通 积分 
i r—1 ! — 
hori) 6 50€ 
即 St) aed Ot (Q0), 


如 果 要 解 出 2， 就 必须 分 区 域 来 讨论 ， 
在 区 域 G RI Gs 内 ， asd 
= Oig (C, T0, 


ei 


-1t TES 


S0 0N3p—ooxf— -mo 时， 积分 车 线 在 区 域 fs 内. 当 一 ex 
(Xt + BE, 积分 上 曲线 在 区 域 好 A. 
| ERR Gu —1--—1 pgs. US d 


t p~ O=O (Osm —0,«9), 


18 第 -前 ”党 微分 方程 的 初等 解法 


- t 
ATi w= 于 二 5 (0a <0), —co«ct«t +00, 


三 个 区 域内 的 解 可 以 统一 地 写成 


Lee 
s=- 10g (C 0). 


Ju fer O= 0, 那 末 还 可 以 使 * 一 1 也 包 括 在 内 .因此 ,我 们 可 以 
除去 CO¥0 的 限制 而 得 到 方程 的 通 解 


2 一 了 二 G6 (O 可 以 取 任意 值 ). 


此 外 , 如果 允许 口 取 co, 就 得 到 特 解 2 一 一 J， 积 分 曲线 的 全 貌 如 
Fg 1.7, 


[B] 3] 求解 方程 


PLIEZJOLEXE 11r: 
解 在 xxzx0 时 ,分 离 变 其 得 到 
TE — p (dt, 


两 边 积 分 , 得 到 
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ET -j roue. 
从 而 
| joa nee, et ef re | 
B aba P guine (O= eA 
是 和 通 解 。 此 外 函数 z=0 也是 方程 的 解 ， 原 来 它 不 包括 在 通 解 中 ; 
但 是 如 果 在 通 解 中 除去 C0 的 限制 而 允许 C= 0， 就 可 把 这 个 特 
ME 0 包含 在 内 ,最 后 就 得 到 方程 的 全 部 解 是 
2-08 pen 
其 中 心 是 任意 常数 ， 
2. 能 化 为 变量 可 分 离 的 方程 
有 些 方程 , 虽然 本 身 不 能 直接 分 离 变 量 ,但 可 以 避 过 变量 变换 
化 为 变量 可 分 离 欧 方程 下面 介绍 两 种 简章 情形， 
1) 齐 次 方程 s 
”形状 如 | 
-(3) e 
的 方程 , SORORE, Hp gu EEA. 
PER Tu, 即 令 enut, 引进 新 的 未 知 函 数 % 代 蔡 由 3B 


末 直 于 


de du 
uo tt up dt? 
RARER 000 t2 gi), 
BOBSRANBUEN TA WRCUR 
-1u 
r3 4 
在 求 得 它 的 全 部 解 之 后 , 再 用 "mr t, a, 就 得 到 原 


TERHERE. 
2) 可 作为 齐 次 的 方程 
BRA, 可 以 经 过 变量 变换 化 为 齐 次 方程 ATRE: 例如 


20 [ES HI I ET i 


方程 | 

ds &i4- b 

i bau e 
项 是 其 中 之 一 ,这 里 a, 5,0, m, bi, ci 都 是 已 知 的 常数 。 

车 一 0 一 0, BECK (D SEXE TEUER, AEREE e n e 

全 为 0 的 情形 . 此 时 , 可 试 作 挛 多 

i-—£f-cÀ,-—nrk, (b) 
引进 新 的 变量 ni t, % 这 星 产 和 大 是 得 定 的 常数 .把 后) 
代入 方程 (4), 得 到 

dy —— b+ ot 


dE z mč 4t- bin taht bkt ea H 
因此 ,选取 常数 为 亡 合 
ah bk+c=09 
? 6 
aera. 6, ( ) 


就 可 下 化 为 齐 次 方程 
d Tb 
ET A EL 
ER, 方程 组 COD) B HE — 1-79 RURGR — RER, 当 这 两 条 直线 
不 平行 时 , OARRA ER (5) 表示 把 坐标 原点 平移 到 
这 两 条 直线 的 交点 Ch, F). 
这 种 方法 公 在 (6) 中 两 直线 平行 时 失效 ， 但 此 时 方程 组 (6 


的 系数 成 比例 , 即 S Deco, 方程 (人 实际 上 是 
ded aitbste | - f (ai--ba), 


dt Alatt ACET br) te 
所 以 , 作 变 换 att ba -y REE :化 为 可 分 离 变量 的 方程 : 


rz —aqAbf. 


Az, Xy (D) MODEL MENER, MEA gE 
分 离 的 方程 ， 在 实际 求解 时 , 可 按 具 体 情形 , 分 别 作 独活 当 变换 , 
求解 后 , 再 代 回 原 变 量 i o, 就 得 到 原 方 程 的 解 《 或 积分 )。 

”， 圣 手 蝎 一 般 的 方程 . 


-t 


$2 一 失 方 姓 的 初等 解法 ai 
dæ _ GE 十 Dr 二 Be 
Ac mtt 5,85€ ) 
世 可 以 用 上 述 方 法 来 处 理 ， 
[pl 41 求解 方程 
ds — ( w4-2 ) 
di t+e—1 
E Zt=Éth, e=yth AA 
— ntk+2 wv 
(erT 
由 £--2-0, h+k—1=0, RH À—8, k-32, 上 上述 方程 化 为 齐 次 


方程 
dn _ n oM 
aru) * 
BRE uc, WEES 


| EE Gu) 


— du 二 
W HJR MAE u ET 


人 


[sta cose 
Hg Bg laju] --2are ru —Inl£| Os, m 


JR RE In| fu] = —2are tg u+ 0z 


PE ES 4-68. °F (C= xs 40), 

WEI C=0, Hb u-0 所 对 应 的 特 解 ”一 0 也 包含 

在 内 . ' 
再 代 回 原 变量 i, z， 就 得 到 原 方程 的 通 积分 


一 和 ate ig Et 


i42 —Oe6 Z 


其 中 局 是 任意 常数 . 
、 钱 性 方程 
形状 如 


22. 第 - 章 党 微分 方程 的 初等 解法 
T C PG)a- QU) (n 
的 方程 称 为 线性 方程 ， 其 中 了 的、 总 (的 是 某 个 区 间 at b 内 的 
连续 函数 。 这 类 方程 的 特点 是 它 关于 未 知 函 数 吕 及 其 导数 -只 
都 是 一 次 的 - 

45 QQ) 0, 则 方程 为 

A Per 0, (8) 

称 为 齐 次 的 线性 方程 ， 若 QD 50, 就 称 为 非 讲 次 前 线性 方程 . 齐 
次 线性 方程 (8) 可 以 用 分 高 变量 法 求解 

对 于 方程 (8), 可 以 用 如 $1 的 例题 所 示 的 方法 求解 ， 用 函数 
of 7" 乘 两 边 ,使 其 左 端 化 为 we ”的 全 导数 。 此 时 方程 化 为 

i£ (ae! roan 一 0. 
于 是 ae] "tco, 
从 而 获得 (8) 的 通 解 是 
o= Ce "^ (o 是 任意 常数 )， 

别 无 其 他 解 ， 

进而 考察 非 齐 次 方程 (7)， 试 用 函数 e 上 "” R (7) 的 两 边 后 ， 
方程 化 为 


S. ael 9 — quud P MEO 


于 是 
gel Pwd - f QcOel Bod dt--0. (10) 
Mmk OD l 
O RARUD 由 称 为 非 齐 次 线性 方程 (7) 解 的 常数 变易 公式 。 HA, EEEE 
最 初 是 把 () 的 通 解 a Ce TU 中 的 任意 常数 C AA iBA ERAR n 
eo 19" 为 非 漠 次 方程 (7) 的 解 而 得 到 的 。 这 时 ， 信 -= 的 el 0， 所 以 有 天 达 
式 习 DD。 在 第 三 章 中 将 用 读 方 法 东 解 非 齐 次 线性 禾 分 方程 组 。 


LLA M^. 


E TUE 


$23 MARIRE ES 23 
M! ddl [o+ [eod 了 ft 时 dtl, (11) 


这 就 是 通 解 4C 汶 积 分 常数 , 可 取 尾 意 值 )，、 些 外 也 别 无 其 他 解 ， 

注意 到 上 述 方法 在 原 方 程 丁 边 所 乘 的 因 了 于 z0 这 不 会 增加 或 
狂 少 原 方 程 的 解 . 这 种 用 基 个 非 堆 函数 乘 方程 的 两 边 , 使 之 转化 
为 可 以 求 积 分 的 方法 , 通常 称 汶 积分 因 于 法 ,这 种 方法 下 面 还 要 继 
续 介 绍 . 

线性 方程 在 线性 振动 和 线性 电路 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

有 些 方程 ， 可 以 作 适 当 和 的 变数 变 摘 化 为 线性 方 称 ， 热 后 再 求 
解 . 

[55] 求解 贝 努 利 (J. Bernoulli, I. Bernoulli) Jj 

Z5 E P)s- QGa*, (12) 


Hep PO, OOE ai b 内 的 连续 函数 ， 
解 3o-0mHB, CERTE. ami NENDEKS 
E. L5 o 是正 数 时 , x 一 0 是 一 个 特 解 ， 以 下 假设 a0; i, eh 
0， 我 们 用 se 除 方 程 两 边 . 得 到 E 
272 a (ya th =Q), a 


Rut, eR y re SPEED AE KTREKC y S, M hi x 
l dy. = (1—a)a fE - 


得 到 
S a-eoPOw-ü-990. 8) 
这 是 关于 的 线性 方程 , 因此 , 可 以 求 出 它 的 全 部 解 。 然 后 再 代 回 
RER o, 就 得 到 原 方 程 的 全 部 解 . 
E REDE 


dé 
解 XOÉCADABSRDIEL EAR e=0, WU eno nj, Uia? 
除 方程 的 两 边 , 得 到 
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ma du n 
"D GG. 
4y-1, 就 得 到 
| W- 2y, 


它 是 关于 乡 的 线性 方程 ,可 写 出 全 部 解 为 


seno It) Med) 

-i(e-$ üj- e -= T - 

Bit EA, ECTS AERE LR RE 
3e 
e 778-$ E 
以 及 特 解 x 一 0。 c 
————— m" 

可 以 求 积 务 的 类 型 。 在 常 微 分 方程 申 , REAR. 至 
于 什么 方程 作 什 么 变换 可 达到 求解 的 目的 ,必须 根据 方程 的 特点 ， 
具体 分 析 , 灵活 运用 .求解 方程 时 , 从 积 分 的 角 凡 来 说 , 自 变 量 与 
未 知 让 数 的 地 位 是 一 样 的 ,只 票 求 得 它们 的 关系 式 , 就 算 原 则 上 解 
光子 采集 辣 题 ， 因 而 在 革 些 情况 下 , 为 了 方便 起 见 , 可 以 改变 自 变 
基 与 未 知 函 数 的 地 位 ， HAAREN HL, 

— El E 求解 方程 


g= 


do (ao 4. t i- -1, 
E DELA MELEAR Bier t, 如 的 地 位 , 就 化 为 


di t 
——- A———— g? 
dr S Te. 


CET EDI MEBCOLASSIOE X Em AMERA: Tl s 
RRA, XEODRECRUSON 


HP 


$9 一 阶 方程 的 初等 解法 a5 


rc 
s £e 
所 以 torta, 
Hp £— On d at 


是 原 方 程 的 通 积分 . 
三 、 全 微分 方程 和 积分 因子 分 ^e " | 

mnm Jig (D) fo S OLD S, X e HEY RR, 
的 方法 。 本 段 继续 介绍 求解 微分 方程 的 这 一 途径 ， 它 的 基础 是 全 
微分 、 在 上 段 林 就 说 过 , 为 了 便 二 求解 方程 , 可 以 把 自 变 便 和 未 知 
函数 的 地 位 当 作 是 平等 的 , 本 段 抬 方程 


Li (m, y) 14) 
改写 为 关于 变 攻 和 ?9 是 对 称 的 形式 ; 
M (x, Dda+N (æ, dy =0, ` (5) 


这 里 假设 Mæ, yR N (m, p dE o, y PEERKE G AE, 
县 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 另外 还 假设 M Go, y), N Go, y) R R81 
Xo, ZPEROLA) EN CL) HAEA. 

1. 全 微分 方程 

WETE (L0) B3 Ze 380 M (e, s) da - IN (o, y)dy ROE— Ir RA 
ule, 只 的 全 微分 , B. 

M (o, y)da4A- N (o, y)dy — dule, 9), 

则 称 方程 (15) 是 全 微分 方程 (又 称 恰当 方程 )， 

例如 方程 


want+ydy =0, 
它 的 左 端 是 D. w+) 的 全 微分 ， 所 以 它 是 一 个 全 微分 方程 ， 这 
个 方程 的 通 积分 是 


ey - 0, 
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对 于 一 般 的 全 微分 方程 09) , REDE, 它 的 通 积 分 就 是 

ww, y) =0, 

这 里 口 基 任意 常数 .因此 , 只 要 找到 函数 u(m, 殷 ， 就 可 以 解决 全 
微分 方程 的 求解 问题 。 在 一 些 简 单 的 馆 形 下 , 常 可 用 观察 法 求 出 
us, 只， 内 而 得 到 方程 的 积分 。 如 时 观察 有 困难 , 自然 要 闽 ; 如 何 
淹 断 方程 (5) 是 全 微分 方程 ? 如 果 是 , 怎样 求 出 函数 ule, y)? 

这 个 问题， 在 数学 分 析 中 讨论 曲线 积分 与 积分 路 径 的 关系 肘 
已 经 解决 了 , BEER 

定理 BENE 

M (2, ydet N (s, mer (15) 

mat M, NE o, y EA EID AROESE DOR G ARAH AE I — 
阶 偏 导数 , 那 末 , P138 (05) 4 9 A JE RI TEARS EREE G 
FILS Sr B SESS 


ƏM (s, 9) GN zr, y) 
(p 7 qe ^ a8) 
FERA ule, VATRA: 
ula, y) =|” ME, mepeNG, Dan AT) 
y 部 对 M dot N dy 作 由 某 定点 (eos yo) 


p———- 洛 任 意 路 线 到 点 O) 的 曲线 积 
| | 4. 
d | 特别 ; 在 全 是 矩形 区 域 时 ， 为 方 
E 


(zov o) 便 起 见 ， 常 可 把 积分 路 线 取 为 两 条 平 
fib SR ÉD AR BE (如 图 1.8), 此 
图 1.8 . 时 $00 PU 


us, = NACE, y+ NG Dm, Q8) 


owe, m ME, pat No dn. ^ (09) 


在 实际 求解 时 , tion] DIA 38 FL 318) RCD, 而 利用 
duo, y) — M(z, g)da- N (e, ydy, 


$2 一 阶 方 盘 的 初等 解法 2? 


由 此 ,函数 如 应 该 适合 方程 组 
Bre eu 
E =M, =Z =N, (20) 


从 而 可 以 直接 从 (20) 出 发 来 计算 ， 例 如 由 第 一 个 式 子 ,有 
ula, WD =| Uw, s)de--e D, 
计算 上 述 积分 时 ， 把 y 当 作 常 数 , p(y) 是 Y WESER, BER 
ur, 芒 满 足 (20) 的 第 二 式 ,就 是 对 上 述 所 得 的 画 数 wo, s SERE 
oy PEREEFN Ge, 9), M 
| MG, dece G) =N Ce, y), 
由 此 式 确定 eG), HRR eG). 
[B] 8] 求解 方程 O 
(3a? 4-629) dr (Gryt Ay?) dy — 0. (21) 
MD XOBOM —3a?4- 62^, IN —6x^y- 4^, H. 


Bil i 


成 立 。 所 以 , 争 定 的 方程 (21) 是 全 微分 方程 . 
MERAH ule, y), TE'E FAST RE JESR TE: 


LE d (22) 


BED 对 se 积分 ,得 到 


(s, 的 一 | Be + O08 do + agg +), 


这 里 gl 只 是 yy 的 连续 可 微 的 任意 函数 ， 海 了 使 wz, qo E (22) 

的 第 二 式 , 将 这 函数 ue, 咏 的 表达 式 对 g 求 导 , 并 代入 (33) 的 第 

二 式 , 得 到 
Gry tgp (y) — ryt Ay", 


vi eG) =d, 
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Bm npe PN = 

uw, aD a? Beg + gf 
BE a?-- 325 4-4* —C 
就 是 方程 (21) 的 通 积 分 . 


Anis x08), ME 
ule, 的 一 | Bereta + V. (nn nih dn 
= (£3 + |2, + (Sad? 4-2) | f, 
=P Bey — a BoR, 
5 LEHR ARRIN Ole 4 aca He 
对 于 方程 (31) 也 可 以 采用 重新 分 项 组 合 的 方法 cR os C 
ule, y). BY 
(3a? + Oey) drt (Gey 4y dy 
= 8a” da + dy dy A- 6 (asy) deta y dy) 
=de" + y+ Ba? g?) = 0, 
所 以 2o qat 3a -0 
是 方程 他 切 的 通 积分 . 
2. 积分 因子 
有 些 形状 为 局 8) 的 方程 ,本身 不 是 全 微分 方程 ,但 乘 上 一 个 着 
34 BI PRÉC uen, y) 7-0 后 能 使 方程 
pn, y) LM (e, y)de-- N (z, yjdyj=0 (23) 
成 为 全 微分 方程 ， 我 们 称 n, 的 是 方程 (15) 葛 积分 因子 hF 
BK uio, y) X0, 因此 ,方程 (415) 与 (33) 的 解 是 一 样 的 ， ~ 
例如 线性 方程 O 


dx 

ur [0-0 
就 只 有 积分 因子 O” 义 如 方程 

yds —zdy-—0, - (24) 
它 并 非 全 微分 方程 , PRERA P 后 ,就 化 为 全 微分 方程 
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a(7)-0, 
Brel uo, y) DOS non HARER 子 . 易 见 ,方程 (24) 


I 


LAIR AERA DIERRE, 
由 于 所 选择 的 积分 因子 不 同 ， 所 得 到 的 通 积分 可 能 具有 不 同 的 形 
xt, 但 它们 所 定义 的 积分 曲线 是 一 样 的 

如 何 求 积分 因子 呢 ? 观察 法 自然 是 最 简便 的 途径 ， 但 在 观察 
有 困难 时 , 为 了 寻找 积分 因子 ， 我 们 可 以 根据 函数 p, y) 90 是 
Jr (15) 的 积分 因子 的 充分 必要 条 件 


CuM) _ uN) 
ey or 


Op Qa Om (6M BN 
m NS M e or) 
来 决定 n, BB no, y2 JE RP EE 
Ni-m E -( 一 一 一 (25) 


D. KARMA NE MERMEMINERE (US RI 
并 不 需要 求 偏 微分 方程 (38) 的 通 解 ， 折 是 只 要 能 设法 求 得 它 的 一 
个 非 零 特 解 就 行 了 。 这 个 要求 ,在 某 些 特殊 情形 下 是 可 以 办 到 的 ， 

例如 ， 我 们 试 找 方程 (35) 的 只 与 ?有 关 面 与 9 无 关 的 . 解 


"oy k= 0, În T= ， 这 时 ,方程 (35) 就 是 


d 
N= yes, 
eM u aN 
Ep du o 2Y da, 
fiA 


由 并 可 知 , 广 名 (15) 基 有 只 与 = 有关 的 积分 凤 子 MONAL 
ENERE AA ARMS y 无关， 这 时 ,可 求 得 
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pla) 一 exp IE xx 2T Yaa]. (96) 
同 理 , Jr EE (D) H 5j y HOMINI pn BS 64 3^ 38S 2 lp Je 


x) ato o x 这 时 ,可 求 得 
ny) — exp [| 到 人 一 各)w]. Qu 
[89] 求解 方程 
do Vc 
de NT. +r“ 


* 首先 ， EDEA RI JERR A 
dy ^a Y —s 


de y 
再 写成 对 称 形式 ， 
ydy — (s aty" — ode, 
Bp mda ydy =s! aty dm, 
f XH = .了 
A p= Wu 是 它 ERRANT, JU p ERRI 
VT =de, 
所 以 它 的 通 积 分 是 Nate =+, Bp 
=20%T 0 


一 般 说 来 ,积分 因子 的 寻找 具有 相当 程度 的 技巧 性 , RO 
求 得 的 。 与 全 微分 方程 一 样 , 有 时 候 利用 一 些 二 元 务 数 的 全 微分 
来 观察 得 到 积分 因子 .， 经 常用 的 二 元 函数 的 全 微分 有 
yde--ody—d(ay), 
y da — edy A 
IR UT 


ado -ydy 
APT —d( Ne ry», | " 
gy das — day 
(ow 


mde tgdy 1 
-Pry 3 d Ingat .. 


—daro 2, H 
* y 


-$2 一 阶 方 程 的 初等 解法 2 


等 等 
本 节 讨 论 的 是 关于 已 解 出 导数 的 一 阶 方程 
H fce, y), 
或 其 对 称 形 式 
Me, Wart N(o, y)dy-0 
的 求解 方法 。 它 主要 是 两 种 途径 ， 一 种 是 以 变量 可 分 离 的 方程 的 
解法 为 基础 ， 设法 经 过 变换 把 方程 变 成 变量 可 分 离 的 方程 ; 另 一 种 
JÉEL4- $0 3 RO SD, 设法 寻求 方程 的 积分 因子 , 招 方 程 化 为 全 


微分 方程 . 具体 求解 一 防 常 微分 方程 时 ,应 区 别 方 程 的 类 型 , 选用 
适当 的 方法 . 


ES 题 


求 于 列 方程 的 全 部 解 或 积分 刀 一 27): 
1 dx — zl-- E00 

(deo pArA 

. sec’ tg x did sedas .igidr0. 
da : 
q 8n. 

. KP- Ddi te -13)3dx—0, 7 


VEZ gi dt yI F dz--0, ea. 
. «iex. 


ps 7; 2025di 3- ( — 2133) dz —0, 
. 《3 一 71-4 T)di 4 (1a — 9: 4-3)dz — 0, 
- app mI 


10. Qr 2r4-1) dE i++, 


Uum Ga o p eo 05 


t. —- 其 中 RG, Eno 为 常数 . 0 - 


12. cogi d —8in tsinik, 
di | 


(dx x 


^ di ya 
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14 3t "d z 

i5 fE asa a 
di 

16. 35.4 f 


i . 
TT T Sy 

17, 39 (gnus xy —1, 

di : 

ds 
di 
19. tdicrzdzr 8407 fdr o 
20. e*di-4- (L-— te7*)dx 0, 

. 81. e*di —£(Qx - edx — 0. : 
A2. (iz^—x)di4-(2*--ix)dx-0, : 


1 :Óf c v oq! 1 z t t. 5) l 
3. {= sin =- A eos -A1 i dtf cos 5 - 一 十 
23 ( sing 42 095 ias ( cos o — vy SiL uy dz 0, 


18. to +r =i Int, 


E E 
24. (G — adit rdr — 0, 
25. Gri — l)dz 4-212? di — 0, 


26. ze* dt 4-(z—ie* )dz 0, 

a7. Ae ED rmp EED, h OEMAR. 

28. EC ze (o AERE D e PQ)a* Qs: B) 9 4- 
解 ， 试 用 代 换 * 一 % 十 p(9 证 明 新 的 未 知 函 数 # 应 适合 员 努 利 方程 人 一 
PO + CP) pC) + Oy | 

29. PREM o — 96, 并 求解 方程 152 eat cre 


30. RARITET tav IFE GE 0 的 通 积分 , 并 求 过 点 (0, DIR 


分 曲线 . 
红 、 求 方程 心 一 了 )cosz drm~m23ginzai 的 全 部 解 ， 并 求 满 足 初 值 条 件 


z(0) — T. 的 特 解 
82. RER y =y), OUO CERE Gn 幼 的 切线 与 坐标 原点 到 这 点 
的 连 线 相交 成 定 角 o, tit a 画 出 图形 (参考 引 工 习题 号， 


33. 齐 一 闭合 电路 ,由 电 盟 E. 自 感 荆 及 电源 吾 吊 联 而 成 ， 开 始 时 电流 
强度 为 人 试 分 别 对 : 
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1) E-E, 

2) E~ Esinwt, 
求 出 接 首 电路 后 在 任意 时 刻 t 的 电流 强度 dO. 这 里 R.,D Eou 为 常数 , 

94. ARA tw 的 质点 , 有 大 小 与 时 间 立 方 成 正比 《 误 比 例 系数 为 ka) 
的 外 力作 用 在 其 上 , 从 初速 为 党 开始 作 直线 运动 , 此 外 ,页 点 又 受 阿 力 ， 其 大 
小 与 速度 和 时 间 的 乘积 成 正比 ( 设 比例 系数 为 k., WREEK o), 

35. 设 一 摩托 艇 在 湖水 中 行驶 , 水 的 查 力 与 艇 速成 正比 。 设 在 艇 速达 到 
加 于 米 / 小 时 时 发 动机 停止 工作 ， 经 过 320 秒 钟 ， d 6 于 米 /小 时 , idR 
在 发 动机 停止 工作 后 29 ppm SEX. 

86. DAH RERA P 53 Q z[BIBgul ets PURI Q SEA O BUE 
离 之 车 成 正比 。 试 求 这 曲线、[ 提 示 : 用 极 坐 标 .] 


“37， 已 知 方程 S m nef 0) 中 的 万 是 不 等 于 零 的 常数 ， 了 (是 以 


为 珊 期 的 局 期 应 数 , 试 证 安 有 且 只 有 一 个 周期 为 的 周期 解 。 并 求 出 这 个 周 
XM. 

38. WEE pU) dESE ORBE oria o 上 连续 , e0) 存在 ， 且 有 性 质 
8) —pG) ps), WRAK eO. 

I Tr - ` 

39， 设 连续 函数 m CO ACA REIR MEO 县 540) 存 在 , 斌 
sG). 

和 ， 求 变量 可 分 离 方程 MOND o PAG 的 积分 因子 . 

4l. BDE dr-a, x)die0cB HURMCT t ORDET RG E 
线性 方程 ， 

*42. 35 M(E, y), NO», DEE ki niam, RAKHE M, War 
IN, 的 Ge0 的 积分 因子 

"43. 设 Pr, y), Q(z, mv -1D, Ifi Ps, "me 
QG, dy 0 是 全 微分 方程 ， 试 证 : 当 C ERRA. o 

Ps y)tyQ( y) 0 

是 它 的 通 积分 ， 

4. 试 求 出 方程 D. . 

MG, y)dzt N(s, y)dg—-0 — | 

AARI iG y) e y) BU ELT S Je RUATRUK UT, 

45. 求解 方程 

(223 4- 3a?y - y? — y» da-L- (2u* E Sag? a? — xf dy D, 
4 和， 求解 方程 
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Qr r y)da + ody=0, 
47. 车 方程 | 
| ` Duy PGy c 
中 PORA, Ana P. WEBR: 它 的 解 具有 形状 | ， 
(0 g-C0e Qe, 
其 中 入 四 也 是 多 项 式 - 3À 和 六 ca 时， 它 的 次 数 与 PC) 的 次 数 相 可 ; 当 a 
时 , 它 的 次 数 等 于 PORRE L C 是 任意 常数 ， 
试 作 适 当 变换 求解 下 列 方程 (48 居 59)， 
48. cos s- range, 27 


E — didi 
49. di i-e 
BO. da c £— r7 
t ud Az ca 


51. E -r= rin Gr), 


sa. 2 AG 十 oo 十 的 一 人， 
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C 导数 未 解 出 的 一 阶 方程 的 一 般 形状 为 ， D 

FG, æ, a) =0, -$ 

NFRRTE BM RRIUERRE EREN RICE 
TIRET LAT A SUI OH ROREM. MELIOR, 

、 直 接 解 出 导数 

AURÍEHOTRR COPIAR A G ASI MEUSE 
2-f( 2) (j-1 2, LE 

的 方程 ， AER CUN Gas Jo CFT KORR ONAY 

s. 
W REDE. 


为 


m 


£3 导数 未 解 出 的 一 阶 方程 a5 


m 易 从 它 直接 解 出 5 而 得 到 两 个 方程 : 
m—9X:,4——9Wm (a0), 
求解 这 更 个 方程 ,得 到 
Am 一 ti 二 口 ， Vms-—(0O X s—0, 
或 者 合并 写 为 
w= (40) 及 0, 
它们 就 是 原 方程 的 全 部 
解 . 
积分 曲线 葛 分 布 如 
Bd] 1.9, 下 半 平 面 内 方 
程 无 定义 ， 过 上 半 平 面 
内 每 一 点 都 有 两 条 积分 
ha., CUL) m De P 
DI GE Eb A Hors 
物 线 的 厂 兴 条 .#0 在 边界 上 . 
LI. 方程 z 一 g(#, zm) 或 i 一 h(w, c) 
有 时 从 方程 


F, s, 2)-0 (1) 
不 易 解 出 *, 或 即使 易于 解 出 m, 然而 不 易 用 初等 积分 方 法 求解 
当 易 于 从 方 程 起 解 出 ”或 上 时 , 即 得 方程 


a gt, x) | 
或 
i= h(g, c£). | (3) 
现在 讨论 {信和 (3) 的 REDE. 
i. ATQ, Hwe =p, 那 末 (人 就 成 为 
=g, p). (2^) 


它 表 明 方 程 (2 的 积分 赐 线 上 点 人 2) 837b p 的 关系 ， 如 果 
在 (2) 的 两 边 对 t+ 求 导 得 l 
p- d... 0g, p) , B, p, dp. 
di öt ap dt 


这 时 得 到 多 的 微分 方程 
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g(5, p) , dp , Og(t, p) .. 
óp "d & ^P (4 


DE p ETIR t, mx. 
TERR RI OMER 
p-o(t, C), 
MK v—g(t, p(t, C) 
是 (2 的 解 ， 事 实 上 , 由 上 式 得 | 
de... 0g(t, p(t, C)) , 0g(t, p(t, O)) del, C) 
di ET óp di 


ze, C), 


从 而 得 v= p(t, 0» =g(t 2, 


即 x g(1, pG, O)) EDE OHER. 
如 果 容 易 得 到 (分 的 通 积分 
t= p, O), 
那 未 (多 的 通 积分 是 
[m 0, 
z—g(bjCip, C), 9). 
ERDER pe 当 作 参数 来 措 述 积分 曲线 的 。 
2. 同样 的 说 明 对 于 方程 (3) 也 适用 。 即 着 记 z= 多 那 末 (3) 
就 成 为 
| PA, p), (85 
它 是 方程 (8) 的 积分 曲线 上 点 (, o) SER n 的 关系 . 如果 在 (3 
的 两 边 对 > 求 导 , 得 到 
,DD + Oh(v, p). dp 
de es - p dz" 
利用 T-T 就 推 得 p 的 微分 方程 
se. p D. Lm she. Doi (5) 
p 
它 是 五 关于 zx "mun t, p 的 关系 


$3. 导数 末 解 出 的 -~ 阶 讲 程 at 


WRA O) 的 通 解 
p-gqn(e, O), (6) 
JE, dg (6) C9) 就 得 到 (3) 的 通 积分 - 
t-h(s, pile, O)). 
AUR AE EP 18 8) (5) 的 通 积 分 
v —wn(p, O), o 《7) 
IRH (30 BE SE 
{ C), p), 
z—du(p, €) 
SJ (9) 的 通 积 分 ,这 里 将 呈 当 作 参 数 , 用 它 来 描述 积分 曲线 ， 
[|| 2] 求解 方程 


v4? —2ir-r-m— 0, (8) 
Wb pe-p 则 方程 (8) 可 和 写 为 
ep'—2tp--9 —0, (9) 
34 ps0 时, ftus £ $15] 
= 2P L2 
t=- tap (10) 
在 (10) 的 两 边关 于 4 求 导 ,并 利用 DeL, 得 到 
io (Rmo.-. Bad. 
pN a ds 3^ 8p! 
或 化 简 为 (Gr? (s +p) -, 


于 是 得 到 两 个 方程 
o p-—1—-0 太 2 SP i0, | 
从 第 一 个 方程 求 得 2= 3-1, 代入 方程 (10), 就 得 到 特 解 

s= +t, 
反 第 二 个 方程 求 得 9 一 CorOzO0)， IARA), MAER 
A 


-20(1— Y} (C0), 


ab H—X* WSbYODE BUD ERE: 
ESEA p- 008 WBIRE c0, 
所 以 原 方 程 的 全 部 解 (积分 ?是 
y -20 $) (C0), 2— ti 及 8-0, 
DE opo S 
1.10, 
Lf) 3] cR ME Xm kA 
(Clairnut) 方程 
r—iz--f(z), GD 
UL JI FACH T TUE NEN 
COLE E 
R diz-p 把 方程 改 


m 4.19 Cp 
g=fp+f (p), (12) 


两 边关 于 # 求 导 , 并 记 Sep, 得 到 


p-ptt-/()12P, 
Bi 


P-o 及 tef) o. (13) 


由 第 一 个 方程 得 pO, 代入 原 方程 得 到 通 解 
s -—-O0t4-f (0), 

ECT EAGUBCHCTAEEODBUP HECHO O RE pm sim. 

由 <13) 的 第 二 个 方程 得 1= —F Oo, 代入 原 方 程 ,得 到 用 名 作 
参数 的 特 解 

l t=- F(p), | 
z--—pfíp-tf(». 

| [Bj 4] 求 记 有 这 样 的 曲线 , TIBI IUE E den f PUPA HR ARE E 
角形 的 面积 等 于 常数 2. 

解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 为 cw( 仿 ， 在 曲线 上 的 点 (i, e) 
处 ,切线 的 方程 是 


-&9 ”导数 未 解 出 的 一 阶 方程 3B 
. 20 0X—s—2(T —t). 
TEL el), ORRERI, T X EP ERARI. BAD 
BUE Abs th LIRE. To Xo 分 别 为 


` dT 2 X= sis, 
—it 


IR I9 d 2e — 7 RRAN 
即 . . 
(z—ic)? — T 4z, 0 (04) 
其 中 的 + 号 是 指 当 2-<0 时 取 “ 一 ”号 , 当 2>0 时 取 “ 十 ”号 
先 解 方程 l 

(z-i) = ds (<0), 
得 到 e~it tN — a, 
这 是 克 来 洛 方 程 , 象 例 3 一 样 可 以 求 得 它们 的 通 解 

g=CHt 士 ww Z0  (0«0), (15) 
它 是 直线 族 , 而 特 解 是 


工 
M 
pm —p, (€ 
消去 2 得 到 双 曲 线 P 
zt=1, (16) 
同 理 , 解 方程 
(2z 一 红 )*= 4 (270), 
得 到 直线 族 
s=0tt2vV U (0>0), E 
(17) 
和 双 曲 线 


gi— —1, (18) 
所 有 的 解 ( 积 分 ) (18), (26) , (L7), CARENE AR, 
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在 这 些 答案 中 , 引 人 注 意 的 是 双 曲 线 < 一 士 子 ， 在 其 上 的 每 


一 点 都 有 通 解 中 的 直线 与 它 相 切 (图 1.11), Ul 
如 果 微分 方程 的 积分 曲线 ， 在 其 上 每 一 点 都 有 另外 的 积分 曲 
线 与 它 相 切 , 这 种 积分 曲线 所 对 应 的 解 , 称 为 微分 方程 的 奇 解 。 上 


XP A PREX Es ET 就 是 方程 (14) 的 奇 解 ， 又 如 本 节 例 1 
中 的 s= 以 及 例 2 中 的 4= 土 i bR, 


习 题 


求解 下 烈 方程 (~15). 
da X? dr 
(a) erg 
. TE tE, 


3. zi eta, 


. talg, 


J, r~i (m 是 常数 ). 
ix 二 二 2 一 个， 
S. va? — m) i0, 
9. z?(9— 1) - 2iyz- x: 120, 
10. =r", 
11. i= gelte 2c), 
12. 2tzi--a* 4e, 
13. z--In(tz-2), 
14. z(lka*)—2a (5 为 常数 )。 
15. z— xz 4-et—- 0, 
求解 下 列 方程 , 204 EE (LO-- 21), 
16. 123 一 202 十 条 一 由 
7 ，t22 十 2 一 光一 0 
18. i23— 2-22 —0, 


2 

3 

4. s= a? 
5 

6 

T 


19. »—z3—t£-4- $ $2 


je 高 阶 方程 的 阵 阶 "m 
20. v- 205 十 二 iei, 


21. rtra (aL0. 
22. RS, (b EE RR ED He TE PR Se gp b e ER] I ERE ES RESET ER a, 


$4 高 阶 方 程 的 降 阶 


1 芥 微 分 方程 一 般 地 可 以 写 为 
Flt, æ, m, =, 200) 一 人 (1) 

n> 时 ,统称 为 高 阶 方程 .与 一 阶 方程 的 通 解 有 一 个 任意 常数 相 
类 似 ， 一 般 的 9 防 方 程 OD 的 通 解 合 有 有 % 个 任意 常数 ,高 阶 方程 
的 求解 途径 ， 通 常 是 通过 变量 变换 使 它 降低 阶 数 。 现在 分 别 讨 论 
妃 种 特殊 类 型 的 降 阶 问题 . 

—, TRAHAN z 的 方程 

KESKIM m, 或 更 一 般 地 ， 不 性 售 来 知 函 数 及 其 直到 
k —1(92-1) 阶 导数 的 方程, 它 的 一 般 形 状 是 


FG, an, Ua gm) —0. (2) 
B, EPA Pny, 总 化 为 关于 2 的 和 一 站 阶 方程 
F(t, ta ttr à) 一 心 . (3) 


EERIE b Er. 一 般 说 来 , 阶 数 低 的 方程 较 阶 数 高 的 方程 容 
HRR. RA THEG y-o), WA 


a9 9 (D. 
再 积分 次 , 就 得 到 原 方程 (2) 的 解 . 
[ 例 二 求解 方程 
gu 一 Rao -. (4) 
解 As? - y, 它 就 化 为 
人 于 =0. (5 


这 是 变量 可 和 分离 的 一 阶 方程 ,其 全 部 解 为 
y=0i=12004 (i O-—1200,). 


cz 


所 以 a9 —1200,0 1 
3843 Vi 2X. , 39: 29-39] JR 75 2 由 的 通 解 
1$ — O4 4- Ost? Ot Ott Os, 
这 里 o, Oa, ^, Os 是 五 个 任意 常数 . 
二 、 不 显 含 自 变 量 志 的 方程 TE 
不 显 含 自 变量 # 药方 程 的 一 般 形状 是 
Ps, g, n af) = =Q, 


AR HRO PELIS D SERIE 


XH, 车 用 y= 作为 新 的 未知 函数 ， Wee ERIS BER, AE 
REO O 

ge 

uv 


dz dy dy. de 加- 
dé di de di odes 


o Pa pe 
"ds pU 3e)" dX de | 


用 数学 归纳 法 容 虽 证 明 TE Way S, 
s). 把 这 些 袁 达 式 代 六 腺 方程 (6)， 就 得 到 
P(o, v, n x) E p 


1, 
Lega Ge 


our 


即 新 药方 程 eU L F 
(oreet ` 
EERIE (654& — Br. BEEN 
I5] 2] 求解 方程 
" d : d 
ui dE «y. =0, DEDE 2A. 


解 B y= Ts m AX 


ja AMDE KEK as 


duo dy 

d Y ds 
因此 ,方程 化 为 
l ay ZL — 9.0, 
I DET y-0 及 %2, 
由 这 两 者 可 得 全 部 解 为 

Y= E, 


再 代 回 愿 变量 , 得 到 
| de 
dí 


解 这 个 方程 ,得 到 原 方程 (8) 的 全 部 解 为 
w= eue 
在 分 析 力 学 中 常常 遇 到 本 有 段 介绍 的 这 类 方程 . 
[ 例 3] 一 个 质量 为 m 的 质点 , RRETHE = 的 外 力 
Fo 作用 下 ,运动 方程 是 


m2 - fG). 
用 上 述 降 阶 的 方法 , S-E -yy 并 改 取 s 为 自 变量 , 就 得 到 新 


di 
FI 


= 6t, 


my SE — f (a). 
分 离 变量 后 ,两边 从 m 到 “积分 , 若 记 %(co) — yo, 则 得 到 

gai mif rea, 

或 者 写成 

iU) a Um). OE — 0 
X GER (9) 是 关于 % 的 一 阶 微分 方程 , 不 虽 含 自 变量 二 可 以 
用 本 恬 的 初等 方法 求解 。 这 个 关系 式 的 左边 是 物体 从 wo 移动 到 
时 动能 的 增 量 , 右边 是 外 力 了 (2) 所 作 的 功 , 因此 (9) 式 的 物理 意义 
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表明 外 力 A(z) 所 作 的 功 等 于 物体 动能 的 增 量 。 这 就 是 所 调动 能 
定律 . 

[fj] 41 ER, 

现在 研究 一 个 运动 学 的 问题， 在 Ov f I7 — P DUREE a 
BEIEZPISIÉS Æe, 9 PEE 
SÉ ARM, TET EVE, 
方向 永远 指向 动 点 卫 , RMA 
的 轨迹 ‘图 1.12). 

解 Uis, Diu M emt 
Aj t BAR, ELOX iD P XERME 
Z t (p ck. 根据 条 件 有 


X - X, al, (10) 
(至 oE (5 a) =», (1) 
图 1.12 A us mu, (12) 


XE XQ EA P Eto RRR, EGORA (02)183] 


di y 
Tita gpi (a dar 
| | ovy 


EN : 
y Ey 
di da? 
«DU. (13) 
:到 , 
| (3E) 
X8 E 


£y 


&4 WAAR c «5 


s. iJ (Ry +( 型 ) (14) 


上 式 右 端 取 正 号 是 因为 假设 点 卫 沿 0% 的 正方 向 移动 , 而 点 ME 
速度 向 量 又 是 指向 点 已 的 . 
根据 (13) 和 (14), 得 到 点 下 IU POE CBE) Pro Jf 
d? d pm 
SL-GD Jie Q5) 
这 个 方程 是 不 显 含 自 变量 x 的 微分 方程 。， 引进 新 的 未 知 请 数 一 
JU, 并 且 改 取 3 为 新 的 自 变 量 , 那 未 7L -p 加 ,方程 (15) 变 为 


pi pics, 


即 


206 
vy 
由 此 得 到 


dp ap nux — 
dp m Tt 及 p=0, . . (18) 


由 于 (12), 从 pp 一 0 得 到 解 y=0.。 B M i Oc 轴 移 动 。、 现 在 讨 
论 46) 的 前 一 方程 ,分 离 变 量 后 积分 得 到 


[zt 

Pip £y 

由 图 1.19, 在 点 M 3B Ej P dg, 点 卫 BUE ERBCKCT UR M 
KWER, 即 当 y 0d pO, 所 议 


| ex Joy [xy 
x (3 i ()). 
ducem m(t i(t) )- 和 oayrmo)， 


Bp iMeG Ly = (0y)*. 
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为 了 确定 常数 C, 我 们 假设 在 开始 追逐 时 , AP AM pl de AXE 
TUFoy 轴 的 直线 上 , 并 记 它 们 的 位 置 为 Poe 及 Molto, yo), 显然 ， 


此 时 二 0, MiC- FERS 


z^ GG. en 
由 此 
UT iq zi) -(z- Ly, (18) 
M CUD 28:3: (08) 48:29] | 
D Y-G* 
BJ 


Pe: x -()* em 


为 了 使 点 型 有 可 能 追 上 点 P, 我 们 假设 wa， 这 时 , 出 Q9 
13$ 2130 22 7] ROS 


^1 "FERT Yo ro iG Yo $):-«c 


EE BIS Mi, jw) 在 亿 线 上 ， 即 当 y= yo Bj o ICI 
上 ,ao 一 Xo), 因此 得 到 


| L 一 i } 
i 


及 而 追 线 方 程 是 


当 y=0 时 ,就 得 到 相遇 点 的 坐标 是 


BEI 高 阶 方程 的 降 阶 。“ Ar 


A g ER. c 
as n 
«(1- g” ) 
PiE ER E o 
pD m, ilo 
三 v —qg* 3 
。 三、 全 微分 方程 和 积分 因子 
如 果 方 程 

EL a, sc Qt T) -0 (20) 
HEMERT nI 阶 微分 表达 式 (t o, t, os gr) t 

全 导数 ,好 | Z 


de d'kNOS 
P(t, Ps U al 2 quei). 
RUTAS CO) £8 A 方程. Xx], E E aT AH 


各 人 2. eo, Eo s C21) 
Jr 31) E Li 阶 的 4 这 样 就 降低 了 一 脐 .， 如 朋 来 得 方程 (21) 的 


Ex: 
“m= pit, C4, UU, €, 


HUE, UHODEROEOSELOGO ML ERR. Er C. Cu eL 0。 都 是 
积分 过 程 中 出 现 的 任意 常数 。 ， 7 
与 一 MAE NECO RA TEEMANTE, ARE 


某 个 适当 的 函数 m(t, 二) 后 能 使 方程 了 
enitn e 0 
ROG RUE, RI IURI (so qr) 


的 积分 因子 。 
[ 例 加 ”用 职 分 因子 的 方法 求解 例 羡 中 的 方 稳 


X] -—(2)- | - (2) 


"t$ de 
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解 “ 这 方程 不 是 全 微分 方程 , 但 乘 上 函数 背 一 - 蕊 (070) 后 ， 
左 式 化 为 


1i de — 0 X de 
w d? -如 c odi 
En [579 Ta HE 
d /i dr 
sO ie (23) 
. 1 dr — 
所 以 LU C. 
由 此 得 到 =C — (C40), 


RA, 在 乘积 分 因子 时 ,我们 最 制 了 wx*0, 而 2-0 也 是 原 方程 的 
解 ,必须 补 上 ,但 它 可 以 在 去 掉 Ca eO 的 限制 后 而 包含 在 上 述 表 达 
xb. Bibl 
m 
就 是 原 方程 的 全 部 解 (Gs, Os 是 两 个 任意 常数 )， 与 例 2 结果 术 
BI. 
CAEI MS "b HLEGE SERES EGRE C) 所 适合 的 微分 方 
程 一 . . . 
má —f (2) =0 | 
ATRARATB ERIT IB ENRAMA 
mi (m [T we-[ rea 
即 可 化 为 全 微分 方程 | 
LAE n f£] -o. 
积分 后 得 Le(y-ise(dey E ree. 
这 样 又 得 到 了 动能 定律 ， | 
这 种 乘 必 使 方程 化 为 全 微分 方程 的 方法 , 在 力学 中 是 常用 的 . 
[* 例 中 ”物体 在 空气 中 的 下 幕 运动 
现在 咯 谈 空气 阻力 对 物体 在 空气 中 下 幕 ( 或 上 批 ) 的 影响 ， 一 
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般 地 ,物体 在 空气 中 运动 受到 的 阻力 与 速度 有 关 . 两 者 的 关系 没 
有 明显 的 精确 公式 ， 实 验证 明 , 对 于 5 米 / 秒 以 下 的 低速 运动 ， 空 
ABEJ 了 与 速度 vw 成 正比 , BB f bo (5 是 比例 系数 ), 速度 在 所 米 / 
秒 以 上 直至 8/10 声速 的 运动 ， 阻 力 fak. 对 于 接近 声速 (330 
米 / 秘 ) 的 运动 ， 阻力 就 很 不 规则 ， 超声 速 前 进 的 火箭 唐 受 的 空气 
阻 办 =pwt。 所 有 的 情形 , 比例 系数 身 测 定 是 相当 复杂 玖 ， 它 与 
物体 的 形状 、 大 小 和 质量 有 关 , 影响 它 的 因素 还 有 空气 的 湿度 、 H 
度 、 密 度 等 等 ， 

一 个 质量 为 m 的 物体 ， 从 荣 高 处 由 静止 开始 下 落 ( 或 上 犯 )， 
所 受 的 空气 阻力 通常 与 它 的 速度 平方 成 正比 ， 如 果 把 坐标 是 点 取 
在 物体 下 落 时 的 起 始 位 置 , y 贺 向 下 为 正 , 那 来 ,物体 下 落 时 的 运 
动 方程 为 


T 


E m9 ici a) 
令 y o, CREA- Wr TTE 
' | de 


— LI "T a 
Tx mg kv (24) 


Edw, AWO ORG FUR, SA 
In A? 29 419 
Lo s 
根据 物体 由 静止 开始 下 落 , 即 初始 条 性 为 1=0 时 2=0, 可知 积分 
常数 避 =0， 于 是 解 出 


土 式 说 明 , 随 着 物体 下 落 时 间 # 的 增加 , v 很 决 地 趋向 于 一 极限 速 


度 
2 [mg 
H N 5 


就 得 到 


Wy 
HF v di 
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(race nan neenon | 
; E mob. E+ Os, 
站 为 在 我 们 和 了 的 人 村 系 中 O Bf y=0, 所 以 Co=0, 从 出 
= p 
g 7 -Inoh-f i 
WR EcRHILDOUR y 与 速度 的 关系 ,可 以 利用 


把 方程 (43 纪 改写 为 
ve (gh), 
分 离 变 量 后 积分 ,并 利用 初始 条 件 : y=0 Rf v-—0, 可 得 


Ej 
y= In 


In E 
25 nid 7 


或 v? = y "me "^. 

由 此 也 得 到 物体 下 落后 随 着 yy 的 增加 , o SER MES FER DRE HE. n 
的 结论 。 还 可 以 看 出 ,下 落 物体 的 质量 愈 小 (大 ); 就 愈 迅速 (缓慢 》 
地 达到 和 寝 限 速度 . 


3 E 


RU L4, 
diy dx d*x 48 . 
: aeta tn) ni 


dr dr X? 
9. dg UE) . 
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=- = AY CATES 
6. 在 cR READ Aw) NH) - 
EN 
T. =y g t-g HL 


Gro dæ a. dæ 
8. tam ur jue 


了 E — 
9. eig eS) 41534/1, 


di? 
dir — dx - (5 5) 
10, t tt cL. fm 
: 7 di pig PU S 
d*a 2 Fly ) 
1. mr Mm et 


am (ae 


da 


2 2 " . 
33. cosa. tsin 263 -ZeD - RC o2, 


14. 2 i -a( A y =0, z(0)e —8, 3(0) 1, #0) = —1, 


18. -AHRR ERIRE MUTET, BURELADIEIUE RS 

6400 T% qc CER EE REPRISE RECS, DR Oleo SIR BAJA 
引 方 定律 .] 

18. ATURIRA RIE, E FOLA PO BE PEH J EERE Hts WR 
Fi ey. T 

iT. BARRAT. 受到 与 物体 亿 移 的 三 次 方 威 正 出 的 力 的 
作用 《 比 秽 常 数 为 们 .已 知 位 移 等 于 1 米 时 的 速度 为 0.5 米 / 秒 , 试 求 访 物 体内 
运动 . 

18. RHR yya ,使 它 在 任意 一 点 RESTER E, 9 
Sgt fup. 


$5 wo Em esi uon 


在 用 微分 方程 描述 工程 、 物 理 、 力 学 以 及 几何 等 问题 时 ,往往 
要 奉 涉 到 几 个 未 知 盘 获 以 及 它们 的 导 孝 .这 时 的 数学 模型 是 微分 
方程 组 ， 为 此 , 本 节 介 绍 方 程 组 的 初等 积分 法 . 
% 个 求知 函数 22, ma, co, ms 的 常 微 分 方程 组 的 一 般 形状 是 
Filt, m,Q my, y, PE s ny Gu, cr, Ee) SO (1) 
(j—1, 2, ^, $). 
一 般 说 来 , 方程 的 个 数 记 和 未 知 函 数 的 个 数 兄 不 一 定 相等 。 在 本 
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书 中 , 我 们 只 讨论 =n 的 人 情形。 特别 地 , E~ REIP, JACO rj 
解 出 最 离 阶 导数 xf",，…, I? 的 方程 组 , 即 

2e, gine), 


， - (011—123 - 
2$") — fit, Ti, Bi, t7, my 7$ Try 
(4) UN 20 R 
ai? ufa, Zi, Xi, 0, $ 


s afe, 
(2) 


Qu-D. aee d En, 
a= SaLi, m4, d4, co, a D ep ny Bay ee, MI D), 
我 们 称 已 解 出 量 高 阶 导 数 的 方程 组 (如 为 标准 的 方程 组 ， 疗程 组 
(2) RUNE dR s dE ate HAS ner ELEC (2) ma (2) , e Ealt), 
如 果 用 它们 并 入 方程 组 (2) 后 能 成 为 4 二 1 过 5 内 的 % 沾 福 等 式 . 
特别 , 24 az 一 9 一 … 一 9n 一 工时 ,标准 的 一 阶 方程 组 就 是 


eL. 1, i, ta, m" DaJa 
dir 
d; - fai, TA, Xa, 7, &,), (3) 
Ea). 


da, 1 
Us Wa, Ta, v, 
'^— RIHAR, RT ELE — RR BS e E RR ZR. (2) 4b Da dE 
ERARA HARER, EA — T RAA RR EE B] m ET TEE 
ae — FCE, a, g, e, aft) (4) 
u diy 


为 例 来 说 明 . 
SI SERERE mom, ni DR, es 一 全 ;六 后 , 方程 


(各 就 化 为 标准 的 一 阶 方程 组 


di 
(5 


TETETTTTLT 


da, 
uuo I Sa, 0, Ta). 
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如 果 求 得 了 % pA c=pG), WEAH 
CD ey pli), ^, s, —9 (f) 
就 是 方程 组 (名 的 解 ， 反 之 ,四 上 果 求 得 了 方程 组 (6) 的 解 
gi Ct), mieu), n, m D, 
IE e— n CO EAE n 阶 方程 (办 的 和 解 。 因 此, 在 这 种 意义 下 , 我 们 
把 方程 组 (5) 与 方程 (看 作 是 等 价 的 ， 
出 于 任何 标准 的 方程 组 (人 都 可 以 用 引进 新 的 未 知 画 束 的 方 
法 ,化 为 标 淮 的 一 阶 方程 组 (3) ,所 以 我 们 就 着 重 讨论 方程 组 (3) 的 
初等 解法 . 
仿 如 前 和 面 对 于 一 阶 及 高 阶 方程 一 样 。 能 用 初等 方法 求解 的 方 
程 组 为 数 不 名 ,方程 组 的 初等 解法 的 途 征 有 两 条 . 
一 、 化 为 高 阶 方 程 
人 内 方程 组 (3) 及 把 它们 求 导 所 得 的 方程 中 , 保留 一 个 未 知 函 数 
而 消去 其 他 的 未 知 函 数 , 得 到 一 个 % 阶 方程 , 求解 这 个 和 阶 方程 ， 
就 解 出 了 一 个 未 知 函 数 ， 其 他 的 钞 知 沙 数 可 从 原 方程 组 及 由 它们 
求 导 所 得 的 方程 给 出 ,而 不 再 加 以 积 分 . 
UH) 21 求解 方程 给 


(6) 


解 ” 选 取 其 中 之 一 , 譬如 选 第 一 个 方程 ,两 边 对 t 求 避 , 得 到 
deo dy 


di di’ 

再 根据 { 介 的 第 二 个 方程 ,就 得 到 关于 z 的 二 阶 方程 
dX» 
Ms 9-9. 


它 的 全 部 解 是 
€ — OC, 4- Ce * (7) 
CLLS LERNEN LIAONES 3T)... 


54 E dE E CELERE 747: 
TRH y, 可 以 根据 (7 及 人 6) 的 第 一 式 , 立即 得 到 
d — Oe — Ow 5. 


TAE, PETRE CO) Fi ec NERIS 
t=0 4- Cue, 
-" Cel — Oe. (8) 
应 该 注意 的 是 使 用 这 种 方法 ( 即 化 方程 组 为 高 阶 方 程 来 求解 ) 
时 ,在 求 得 变量 so 一 Oser+Cae-* 后 ,不 能 得 用 求 积 分 的 方法 来 获得 
另 一 变 基 如 果 由 方程 组 (6) 的 第 式 


A —g-e Ot 
青 积分 一 次 , 得 到 一 Oe 一 Owe! 十 Oa, MASHT ARARE 


Os, 反而 使 它 不 能 满足 方程 组 (6) 的 第 一 式 、 用 直接 代入 方程 的 
方法 就 可 验 知 ， ABE Ca 一 0 时 , EERI y 才 是 方程 组 (6) 的 解 ， 


这 是 因为 方程 T2. o 0 是 把 (6) 的 第 一 式 代入 第 二 式 得 到 
Te 


的 , 夺 凡 ,在 得 到 C7) 后, 只 能 与 6) 的 第 一 式 联 立 , 而 不 能 再 与 人) 
的 第 二 式 联 立 , 这 与 线性 代数 方程 中 的 消去 法 相当 . 
M i (raa 


LI. 首次 积分 方法 
常常 可 用 所 谓 首 次 积分 的 方法 来 解 方程 组 
- Ci, m, m, =t, Za) (£71, 2, 5, m), (3 


33: H1 77848 (有 经 过 一 定 的 运算 , 能 得 出 某 个 易于 积分 的 全 
微分 方程 ^ 
JPG, 24, Ba, *-*, 44) — 0, 
B UL 8) —1-3€ 3& El ZE BE i ARAI E, tu, tms IRL 
D, 2,, va, ^, 24) =O, 
ATARAR BE Xe D Ru ZERR £L O3) f — nr oo 3, 
首次 积分 常 可 用 来 求解 方程 组 ,下面 用 例题 来 说 明 ， 
E22] 用 首次 积分 方法 求解 方程 组 


TANLA mM cue 


8 5 微分 方程 组 的 初等 积分 法 与 普 深 积分 65 
di 7 
| (6) 


由 此 可 得 关系 式 *4+9= C18, 我 们 称 
(24-9)6* C, | 
JE 7:8 AL CO) B —- BC, 3877 EAR CO) B Pa SR CA 
d 79. — (soy), 
ALBA &—9— Oe *, 所 以 另 一 个 首次 积分 基 
(eye -- Oa, 

从 这 两 个 首次 积分 立即 得 到 

| gu i (Qe! + Oe) = Ae! t Bet, 


y= O Oa) — Af — Be *, 
3x 5 pl 1 FB (52h 8 BEDS UR EU REOR BE. 


 (BIa] REDEA 
de d 
» y (9) 
di X 
和 解 ” 两 式 相 除 , 消去 # 得 到 
dr _ 3 
dy y’ 
从 而 获得 一 个 首次 积分 
-一 一 (01 (10) 
把 o- Oy 代入 方程 组 的 第 二 式 ,可 得 a 
dy [1 
di Og! 


ES 


Fa 

s6 BE ARRATE 
< 积分 后 有 Qa — P = Os 
(Hn 


29 一 区 一 Ca (11) 
是 男 一 个 首次 积分 , ARMATA KRA (O0) 5 (2D), MJE 2 3 y 
解 为 的 函数 ,就 是 原 方 程 组 的 解 。 因 而 


就 是 方程 组 (9) 的 通 积 分 . 

从 以 上 例题 可 以 看 到 ,一 般 地 , n 个 未 知 量 的 一 阶 方程 组 的 通 
解 (或 通 积分 ) 与 # 阶 方程 一 样 , 含有 “个 任意 常 要 ”还 可 到 闭 到 
首次 积分 在 求解 方程 组 时 的 玫 用 . 找 首 次 积分 的 方法 , 原则 上 就 是 
设法 从 原 方程 组 (3) 经 过 适当 的 运算 , 重新 组 成 一 个 全 微分 方程 
dCi, mu, ma, o, Va) 7 0, 
从 而 找到 一 个 首次 积分 - 

PCi, mu, we, =, 一 人 
drBUR—^A4xEJLASEPRCBUMM E, WAAR E MEREERIN 
代入 方程 组 , 坊 利 十 继续 求 积 ( 例 3 就 是 用 这 称 方法 ); 直至 找 
出 nw 个 互相 独立 的 首次 积分 为 止 . 这 里 所 谓 瑟 个 首次 积分 
wtt, Ta, Ta ttt, 4) -O 1, 2, Ur, F) 互相 独立 的 意思 是 TRE 
A105 i BT EG (Jacobi) i p 

Ob, Ou (7 Ob 


rT 


e 1 ETa Om, 
ejr H er, MN à " 
Dw rs ru 
Ob, — Ob. Ob, 
Ov, — Qv. Om, 


的 秩 为 mE 
di EHE, 特别 在 力学 上 , 虽然 没有 求 出 方程 组 的 还 解 , 但 易于 
求 得 几 个 首次 积分 , 它们 本 身 就 具有 一 定 的 力学 意义 , 例如 人 和 例 


- 


mac Sia mu 


[i 
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3 中 的 关系 式 (9) 就 说 明 质 点 在 运动 过 程 中 能 量 是 守恒 的 , EE 
个 首次 积分 . “ 义 如 从 人 造 卫 星 运 动 的 微分 方程 组 (采用 航 坐标 ); 1 


" n k . . 
=r s. —-—, DO 
TG 4-20 — 0, 
I cR LR o4 r 
r+ 2rrý=0, B 1.18 ' 
d adN 
重 毕 立即 得 到 一 个 首次 秋分 
rÜ-O. 
因为 卫星 从 开始 运动 到 时 间 矢 径 绕 地 心 0 要 过 的 面积 是 
i (5254 Lf ss, 1 
Aef y dô- Af $a lo, 
HAEE sÓ—O 说 明 卫 星 绕 地 心 作 平面 运动 时 ， 在 单位 时 
间 内 扫 过 的 面积 等 于 常数 .这 个 重要 结论 就 是 力学 上 的 开 痊 勒 
“Kepler) 第 二 定律 . 
为 了 便于 求 首 次 积分 , 有 时 把 方程 组 (3) 改 写成 形状 为 


dta _ dits E 
JG, m. Ba) fu m, s, Ba) 
u dit, _ Œ 
Jakt, ti, tt, Dad i" 
或 更 对 称 的 形状 
[^n = dts 4 
AXXa, m4, re, Bp) Xa, m, c, Da) 


a Pn AN 
. X alt, Sa, t5, Tn) Xt, $1, t, Ta) ' 
其 中 oX.—faXo(i—1,2,--5,0).. AFERE 37818] EG PLRS TY E 
行 讨论 ， 
LB 4] 求解 方程 组 


do dy _ dz 
cy—bz — uz—eb be—ay' (12) 
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NK BN» 
sley —bz) +y las— cz) -z(bx—ay) =0 
Kk a (ey —52) +b (az — ex) .-e (bu —aa) =0, 
T 7i 88 £8 (12) RHEA 
—f ede yy 2de — edot ydy tede 
z(oy- b) yla)  z(bx—ay) 0 
E adv by _ e dz _ ddx-- b da-r-cdz 
e(ey-—bz) blaz- ece) | e(bz-—ay) uU ' 
因此 æ dz4d-ydg--zdz-0 
及 a di-4- b dy--oda —-0, 
从 而 得 到 两 个 首次 积分 
g* dra eg 0, 
及 ot bj P ez Os, 
Wi PS dE RH AR S BO, 所 以 | 
[E 
4m +t bap -Loz — C. 
就 是 方程 组 LL 的 道 积分 
对 于 高 阶 方 程 组 ， 岂 可 以 与 一 阶 方程 组 完全 类 似 地 化 成 高 阶 
方程 或 用 首次 积分 的 方法 来 求解 . 
[5 8] 求解 方程 组 
I a3) 


g--a, 


解 ” 两 式 相 加 得 
' dety) 
Sa cet» 
从 而 
vw 二 y= Oe Cue * (4 
两 式 相 减 , 得 到 
T92- ~ (s -9), ， 


从 而 
l & —4)— O3 cog t - C4 sini, {15) 


» F 


和 微分 方程 组 的 初等 积分 法 与 首次 积分 52 
由 人 人 与 人 的 可 得 
光一 i (Ot + Cse t+ Os cos d4- C, sin), 
y= Z (046 +0 Os con :$—C,.sint),. 


或 写成 更 简 清 的 形状 
{ me coa é+ y 4 Sin f, 
Y= pi Aye! — ya cost — ya sin t, | 
这 就 是 方程 组 (13) BXETE, EP yi, Ya Ys 和 y 是 四 个 任意 党 
2. 

在 学 过 高 阶 线性 方程 (或 组 ?的 解法 后 ， ER MEAE aS) 
PERS ARAE (还 可 以 选用 其 他 解法 ). 

O “三 、 关 于 首次 积分 的 补 友 

为 了 加 强 首 次 积分 让 求解 方 各 组 过 程 中 的 淹 论 指导 ， 以 及 学 
习 一 阶 偏 油分 方程 的 需要 , 这 里 介绍 一 些 关 于 首次 积分 的 知识 , 但 
DUBUR Sirie Tfi IS JT B3. 

HA EB CPI IS NES a DLE BU XE XE. 

ES BEK YC, ms, ma, S, m XE DC D PE iE 
导数 , 它 不 是 常数 ,如果 它 沿 着 方程 组 (83) 的 任 一 解 办 一 和 (用 G— 
1, 2, =, m act B) SESTO, 即 对 于 满足 a<t<8 VIE AES 
FS IRSE, xD, o, qu (0) BELL —ECIICUS, ER, 称 关系 式 
PG, mi, Za, n, 一 AREAGO ELEC oo CCP O JE FE XX 
常数 )。 有 了 时 也 称 函 数 (E, mi, ma, n, m) 为 方程 组 (3) 的 首次 积 
县 然 ， 本 节 第 二 段 中 普 次 积分 的 概念 同 这 里 定义 的 是 一 致 
Bj. 根据 这 个 定义 , 假如 Uu, Pa ce, h EARRAS) h bA RK 
3A , SEE, ECTS EE EE SE RT COR CD (Jn, s, n, du) 也 是 方程 
组 (9) 的 首次 积分 .因此 ， 一 个 方 稳 组 可 以 有 无穷 多 个 首次 积分 下 
IE, 介绍 几 个 定 建 ， 

定理 1 假若 函数 电导 tu es 2 不 是 常数 , EER D AHA 
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连续 的 一 险 偏 导数 , IR, 函数 由 是 方程 组 (3) 的 首次 积分 前 充分 
和 必要 条 性 是 : EKR D pd rd AR X 
Sb y ejr ep exp 
Tr ur ER Be Jete UA 4-0 (10) 
这 个 定理 指出 了 检验 一 ARAVETE NRA ORNK 
分 的 方法 . 


关系 式 SO gas PP pL 
是 以 岂 为 未 知 量 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 , 它 与 常 微分 方程 组 (9) 密 
切 站 联 。 本 书 在 第 六 章 将 应 用 定理 1 来 求解 这 个 偏 微分 方程 ， 
定理 名 ”假若 已 知 方程 组 (3) 的 一 个 首次 积 分 P, m, nnm) 


—O, SEXT ELIT 程 组 (3) 的 求解 问题 转化 为 含 % 一 上 个 方程 的 
方程 组 前 求解 问题 。 


转化 的 方法 是 ， 不 芒 假 设 如 40, 由 


viet, 281, i" gu) 一 mi^ 


LE 得 到 函 教 


| 20 Bem (b, m, ny Fa, O), Q0 
把 它 代入 方程 组 | BEEN 
OD lj,m, 5) -1 2,5 . (3) 
的 前 而 mw 一 个 方程 ， 得 到 含有 n 一 1 个 一 阶 方程 的 新 方程 组 、 
da, 


一 一 ra 94, t, Eai OE, 91, tn, y 3, OJ) 
($1, 2, =, n—1), (18) 
”可 以 证 明 , WRAN =pli, C) (at, j=1,2, -,n—1) 
是 方程 组 (18) 的 解 , 那 未 
| m=p (t, O) (j-1, 2, =, n—1) 
" t, — qu£) — e(t, qi, O), ^, qui, O)) — . (19) 
一 起 是 方 程 组 (39) BAR. 
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HA Ei C, 5023 $828 (3) k AA H UCBU (2 En — 1) 
ra CL, mg, ne, m) m5, 

Ua, va, rn, m) m CS 


(20) 
dr (5, my ors, m) — C58, 
A 3EHBUUE RT ELM, (20 fg IB f M e pour E 


Tani = o (f, Wa, 2t, T. og, €, "t Cd, 


Vs iia = Oy CÉ, Wa, t1, S8 Lk, €, m C3), 

Q€8. — 
TUE HX LR QD I a nt -eh E, 得 到 含有 %w 一 个 未 知 
量 的 一 阶 方程 组 


Pa = cpt, Tai, ttt, Tog, Ci, T 


[ ds 
| =f (f, Ta, ttt, Tanks GH, Oa, Ut 05), 
| Er, 
1 77 f Ur 1, 3 Tak CH, €, 3 0), (21) 
Mo 
eu 
(dep, (t Wa, ttt, Tug, OX, GM, tnn, €x). 


RH REDEE (9) P9 DREABURL t TR IR A CH. (20). CZ REH 
(CDA. [KIA RE, FREUE bm ERU. 

定理 3 (BU, t, oo, m) GEL, 2, 更 是 方程 组 二) 
的 于 个 互相 独立 的 首次 积分 , 即 


Ob, Od. ein 
eom L Ota OTa 
Da, pa, tet, Mad o RR +0, (22) 
Dizi, Ta, "T3 Fu) ” 
eb — 84, ej, 
Do ra Oz. 


Lp MUESEE 


e2 S—* KRIPKE 


dn (E, imm, nm, Dn) = Os, 
Palt, Pa, nn, Ba) OS, 
Vr C, fa, t, Ta) —O0. 
WBXEBU IB ER AER n= p(t, Ci, e, On) (j—1, 2, --, m 就 是 方程 
组 ( 芒 的 解 , 亦 即 关系 式 人 2 多 就 是 方程 组 (3) 的 通 积 分 。 HHO, 
O5, On En TEREE. 
定理 3 说 明 , 为 了 求解 方程 组 (全 ， 只 要 找 出 它 的 色 个 互相 独 
立 的 首次 积分 就 行 了 。 定理 2 和 3 从 理论 上 说 明 首 次 积分 对 求 
解 方程 组 的 作用 ， 这 是 用 首次 积分 来 求解 方程 组 (人 全 的 理论 报 
据 . 


(23) 


E 是 


求解 下 列 方 程 组 (~17); 
L dr _ dy dz 
yg+% ftm rty“ 


2 wal Co 
3. dm. dy. di 

go xt 村 如 
4 dr — dy 2 0dí 
ogü.*—1? Dry — xt 
5 dx 0 dy _ dz 
'osQü)-:5 Dy E a 
6. dm du dto 
T ry Fay TD 
" dI č u dy u uL de 
xr) yr YE E+" 
& de = dy 四 
”三 (二 二 Wy xi 
g, aY, dy TU. de, Vui 


tUdb a-t? dt sot di 
| E+) — uy (0) =0, 
ie, d "* 


dy Lee Gy df Co 
SE eng G) uf Q) =, 


£6 pg ik mm Ba 


di 
zi —-zsinlnG-r1)-gcosIn(t-- 1», 


12. 试 求 满足 下 面条 件 的 两 和 平面 曲线 : 

1D 在 两 曲线 上 有 相同 模 从 标的 一 对 点 处 所 引 的 切线 相交 在 织 轴 上 , 所 
引 的 法 线 相交 于 模 轴 上 . 

2) 其 中 -条 曲线 经 过 点 (1, 了 D, 另 一 条 曲线 经 过 点 (1, 2). 

43， 质 量 为 m 的 一 物体 自 高 度 畴 处 下 落 , 设 阻力 与 物体 的 速度 成 正比， 
而 物体 下 落 的 初速 度 为 vo, 方向 与 水 平 线 成 刁 角 咏 ， 试 求 物体 运动 的 轨道. 

14， 火 炮 以 仰角 = 和 初速 度 vo 发射 

1) 求 出 炮弹 的 运动 . 

D 试 证 炮弹 的 运动 轨 线 是 y 一 2 志 « -了 rd 其 中 了 是 重力 加 速度 


*15. 质量 同 为 m 的 两 个 小 球 , 由 轻 弹 簧 联结 ， 弹 希 未 拉 长 时 的 长 度 为 
ai， 当 它 被 拉 长 到 长 庆 为 六 时 , 这 两 个 小 球 开始 降落 , 两 小 球 位 于 一 条 铅 环线 
工 , 经 过 工 秒 钟 , 弹簧 又 缩 到 o 如 果 不 计 阻力 , 试 求 这 两 个 小 球 的 运动 . 


FEN 4-g&ip In? -1), 
ZI 


*$6 jp dk jn m 


牛顿 在 发 明 微 积分 的 同时 ,研究 了 天 体 运 动 问题 .在 开 普 翰 关 
于 行星 绕 太 阳 运 转 的 三 定律 的 基础 上 , 牛顿 建立 了 万 有 引力 定律 . 
关于 开 普 勒 三 三 定律 和 万 有 引力 定律 的 关系 。 是 微 积 分 和 常 微分 方 
程 发 展 的 重要 应 用 实例 . 

JB SET. 

BER TERREINE, 太阳 位 于 梢 图 的 一 
个 焦点 上 . 

第 二 定律 人 共 杰 阳 到 行星 的 向量 在 单位 时 间 扫 过 的 覃 积 是 常 
数 . 

第 三 定律 ， 行 昨 绕 太阳 运转 周期 的 平方 和 禄 加 轨道 的 长 半 轴 
立方 成 正比 . 

牛顿 万 有 引力 定律 是 ， 两 个 天 体 之 间 有 具有 环 引 力 ， 吸 引力 与 
两 个 天 体 的 距离 平方 成 反比 ,与 它们 的 质量 习 积 感 正比 , 即 
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GmM r 
FB e 
这 里 m 和 ME. 是 两 个 天 体 的 质量 , * 是 它们 的 距离 , n 是 从 恒星 到 
行星 前 向 量 , G 是 比例 常数 , 称 汶 万 有 引 为 常数 . 
从 开 莹 勤 三 定律 导出 万 有 引力 定律 是 微分 学 和 牛顿 力学 的 内 
F 本 书 不 效 述 .关于 从 牛顿 万 有 引力 定律 推出 开 普 勒 三 定律 ,我 
们 论述 如 下 ， 
设 太 阳 的 质量 为 M, TERREN m， 由 于 杰 阳 系 中 行星 的 
总 质量 远 小 于 好 ,所 以 我 们 忽略 其 它 行星 的 作用 ， 园 时 认为 太阳 
是 静止 的 。 这 是 一 种 近似 , 从 而 车 把 坐标 系 的 原点 取 在 太阳 上 , 那 
末 成 一 惯性 坐标 系 。 根据 牛顿 第 二 定律 和 方 有 引力 定律 , 得 行星 
的 运动 方程 是 


WE 
Rp 
du GMr 
cdi? -= Z (aD 


如 果 考 虑 到 行星 m HAA 型 的 引力 使 本 阳 做 加 速 运 动 ， 从 

而 坐标 系 不 是 惯性 系 而 是 相对 坐标 , 那 末 行星 的 运动 方程 是 
dr 3 m-r- M 
| 人 (8) 
即 在 m dx M 很 小 时 , 可 以 用 QD) CER). d e - Gn M), x. 
y dH ERTER Ain, 480500 77 

| E e O 
di? CATET IRE 


du BY. (8) 
di? (CREE 
Pront o 

di (m y? 4-22) 7 


用 与 (做 向 量 积 , 因 了 ?xf 人 所 以 


Er 
r x- =0, . 


$6 两 体 何 是 65 


d ar 
即 wr) 
从 而 rx £C ( 常 向 量 ). 


ERIH ?位 对 一 个 平面 中 。 或 者 ， 用 : eO nU CRURUM y 
(3) 的 第 三 式 相 减 , 得 到 


dy d'a 
ET ar Cara) 
B 20. 
zy—yz= A (HR) (4) 
闻 理 可 得 M 
vz—22- B, (5 
ya—-ey=0, (6) 


TOE TMOE PETOE EEIE 
| Az By Oz=0 
即行 曼 运行 轨道 位 于 过 太阳 的 一 个 平面 。 到 该 平面 为 (z, y) 坐标 
平面 , HERE T IR DLE IU Ag FUE CRI y, 而 运动 方程 是 
da: e 
de Gum. 
CT} 
So 2 
d o (Xy) 
Fl v OB SUR o 乘 第 二 式 相 加 , 得 到 
-Z (yö —ag) =0, 
" 


是 (7) 的 一 个 首次 积分 、 
J 2e 乘 (7) 的 第 一 式 和 29 乘 (7) 的 第 二 式 相 加 ,得 到 


-u orn _ o Puma 
nië agio — AEETUD, 


yt — ey = C. (8) 


即 AG + Y= d 十 y”) EJ 


Pri ， 
aeg? = dt) $C. (9) 


ea 第 一 章 WEN SEE 
蚌 (7) 的 另 一 个 首次 积分 . 
为 进一步 讨论 , 引进 极 坐 标 


m-rcos8, y— ren, 


Ey s= d oos rein) a, 
Pm sin d-r cosd} 77. 
代入 (8) 式 得 到 | 
-r ees, am 


我 们 知道 E e^d0 REA r ROS dO RETR, L 


FORENE r AEM R TAB, OETA 
样 , 我 们 得 到 了 开 普 勒 第 二 定律. 


把 2 和 多 的 表达 式 代 入 (9), 得 到 

Gm) e PE tO, 
再 把 (10) 代 入 上 式 得 到 

ic Dr ei Let tO, 
H | I de T iem 
x i-u, 得 到 

(25) ud -w Ort 2p}, 
à UD Cerne OR. 
从 而 得 到 

du /— du 


#6 两 体 问 是 et 


如 果 cs 


Cs 


e M. 


积分 LI1) 式 得 到 


可 一 bo-aresin{( 一 ay Gn my. 
这 里 bo 为 任意 常数 ， 亲 此 , | 
i -umir (or B.) snG-89. 


y ez C CH 
者 ， 
0 ,00 
Pt) , (9) 
那 末 ,得 到 行星 运行 轨道 方程 0 ME 


UCFrasn(-— Bo) ` 

 TEPPSTE TT: 以 坐标 原点 为 焦点 ， 志 是 高 心率 县 

廊 贺 的 长 半 轴 ea 与 2.e 的 关系 是 
p-a(1—eD. (4) 

M e ih, 它 是 以 坐标 原点 为 焦点 的 抛物 线 . 1 

M e>> 工 时 ， 它 是 以 坐标 不 点 为 焦点 的 双 上 曲线 的 一 X. 

这 就 是 开 普 勘 第 一 定律 . 即 轨道 是 罚 锥 曲线 ， 观 测 到 的 行星 
SON ERR, XH Oe; 1, SUBIT Ai o ba i-e BER 
网 面积 为 

sab e mah 1 — el j 
根据 式 (10) 我 们 得 到 运行 周期 TH 
一 mab —X— ma 1 d 
gel 31€. ' 
4B Bj (12)81 (14) A 
Ot - up pae), 


1 1 
Bg [O| - »*-a* /1—ei, 
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3 
PT- 2 
: T? 4m? áo? 
Am wo 6M) 
如 困 mm 与 隆之 比 很 小 , 那 末 
T^ _ dr? 
a GM' 


这 是 开 普 勒 第 三 定律 . 

这 就 是 说 ， 万 有 引力 定律 包括 了 开 普 积 三 二 定律 ERMTIG 
星 和 运行 的 牛顿 力学 原理 , 能够 解释 当时 对 太阳 系 观 测 到 的 现象 . 

但 是 ,太阳 系 并 不 是 只 有 一 个 行星 , MARKTE. ERER 
时 间 内 , 只 观察 到 六 个 行星 。 后 来 发 现 了 天 王 星 , 但 是 对 天 主星 的 
观测 表明 , 它 前 轨道 并 不 是 一 个 椭圆. 人 们 把 其 它 六 个 行星 对 它 的 
影响 也 作为 摄 动 项 计算 进去 , 仍 不 能 很 好 地 解释 它 的 轨道 。 有 人 人 
大 胆 地 假设 太阳 系 在 天 主星 外 而 还 有 一 颗 行 星 , 并 假设 它 的 轨道 ， 
考察 它 对 天 王 星 的 摄 动 影响 , 而 预告 它 的 位 置 ,终于 发 现 了 太阳 系 
的 第 八 是 大 行星 ,而 命名 为 海王 星 . 这 是 万 有 引力 定律 和 摄 动 计 
算 方 法 能 很 好 地 解释 太阳 系 运动 前 范例 。 

然而 ,完整 地 求解 多 体 问题 的 微分 方程 组 是 十 分 困难 的 问题 . 
人 们 在 完满 地 解决 了 两 体 问题 后 , 努力 研究 三 体 问题 . 三 体 问题 对 
常 微分 方程 的 发 展 影响 十 分 深远 。 微 分 方程 定性 理论 就 是 法 国 数 
学 家 庇 加 菜 (Poinoar6) 环 绕 三 体 问题 而 创立 的 。， 目 前 关于 限制 性 
三 体 问题 的 研究 取得 的 进展 ， 都 是 与 党 微分 方程 理论 的 发 展 密切 
相关 的 ， 

空间 技术 的 发 展 ， 六 动 人 们 研究 人 造 卫 尾 、 字 宙 飞船 的 运动 规 
ft. 

运用 两 体 问 题 的 结果 ,可 以 讨论 第 一 宇宙 速度 ,第 二 宇 害 速度 
和 第 三 宇宙 速度 的 问题 ， 我 们 建议 读者 去 阅读 有 有 关 著作 ， 


一 一 一 一 第 二 xXx 一 一 
常 系数 线性 微分 方程 


$1 5] 论 


世 果 在 常 微分 方程 中 未 知 函 数 和 它 的 各 阶 导 数 都 是 一 次 地 出 
现 , 就 称 这 种 方程 为 线性 常 微 分 方程 。 如 果 线 性 微分 方程 中 来 知 
函数 及 其 各 阶 导数 的 系数 都 是 常数 ,就 称 为 常 系数 线性 微分 方程 ， 
这 是 一 类 能 用 初等 方法 求解 的 .而 生 应 用 也 很 广泛 的 常 微分 方程 . 

在 下 面 的 讨论 中 , 要 用 到 实 变 量 的 复 值 函数 , 先 介 绍 如 下 . 

—. SHAK 

ME pP) b CO EIE iB] ot B PEG Sz BS NN, d ww 二 工 是 
[X GE ERIO =p) HOAKE aig EE a E 
数 . 

MEXER o COR b OO EI] oct 8 内 是 连续 的 , 就 称 
zf 全 在 区 闻 wx<t< 有 内 是 连续 的 ; dn 3E oQORI (D TE IX [8] at 
二 有 内 是 可 微 的 , 就 称 OERA “<t< 有 内 是 可 微 的 ,并 内 定义 
eC) i Solia T. 


de() de) dé) . 
di di di C 


根据 定义 ,容易 证明, 如 果 es ns D TÉ o 是 常数 ， 屠 


K (a. (0) ca. (5) —. ORN AOS 


I few H} =e mo, 


S. (ex (os (0)) - 5. ai) ea) 180. 


并 且 还 可 以 证 其 ; 等 式 
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pn) o 


的 充 要 条 件 是 nOD moEXROENO. 7 


Ti 20) =p rb OO TEIX IRI a-—t—78 P1 E SE, DOR EX 


e (2) I BAAYOR ui 
fechas - f parri f! toas 


这 里 ad, t<B、 这 时 , 容易 证 明 ， 如 果 x0). nOD XEDCIBE ot 


«B MESE, 那 末 
EORR TON AOAO 


L ez (3) ds c f a (3) ds, 


s FN mi (s) ds — a£), 


在 本 章 特别 有 用 的 是 指数 函数 Bo 是 实数 。 我 们 定义 指数 


mA e” 如 下 : 


e * -cos-Fásin8, - 


这 时, e=], ei" —1, dioi T . 


e "=o — isin, 1 


从 而 得 到 ， 
cog d= ere? sin 9 = eet 
7 24 
Q). (D Bjos BEBE (Euler) rx, 
当 和 是 复数 atil 时 ,我 们 定义 为 
e — et? e (oos B--áain B), 
容易 证 明 Ge 
3tH ein 和 一 Ce 


HEX b, rie M cepi, ja 一 mm 二 Bo 那 末 根据 定义 有 
gh. Le gts {cos Bs + 8a) cé gin (f, T &)) 
= e «£^ (coa B, -+i sin Bi) (cos Ba 十 iain fs) 
expe eor 


GD 


(2) 


G3 


$19 $ Ti 
特别 , 34 A. —a--48 时 ， 
e" — e" (cos Bt+ ésin ft), 
所 以 
Ji (0) o" (coa Btt ésin Bl) + 8e" —sin Bt+ tcos B) 
œ (at i)e” (cos Bt--6 sin Bt), 
因此 ; | 
d (eo) eae, (A 


这 是 一 个 很 有 用 的 公式 . 
二 、 复 的 一 阶 常 系数 线 牲 方程 
设 和 是 复数 ,微分 方程 


rus 05) 
称 为 复 的 一 阶 常 系 数 线 狂 方程 。 根 据 前 面 知 道 , ee 是 它 的 解 ， 其 
中 "是 任意 复 常 煞 。 法 求解 B 
t {ez} ze ($ 一 àa), 


所 以 -Z fea} =0, 
只 而 eco (任意 复 常 数 )， 
Ej 
Se e (6) 


EERE. PI A acéB, c zd-dy, MKO) 可 写成 实 的 形 
X 


« 


如 果 记 “一 rew 那 末 由 (6 分 出 实 部 和 康 部 ,就 得 到 
s= re™ cos(Bt-- 9), 
y — re"! sin (Bi 4-g) 

EDEA URERA, 其 中 p JEPSAIRSEÉRHEE BOCTE IE 
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三 、 基 本 性 质 
第 一 章 §1i1 的 例 7 讨 论 单 押运 动 , 它 的 近似 方程 是 


它 是 二 阶 常 系 数 线性 微分 方程 ， 驻 如 


i| | HER R da CORRER IL EDS ER 
si) » 的 加 路, 如 果 外 接 电 源 的 电势 是 e (0, 


| [El S Ha Eu TE 试 求 电 容 安 两 端的 
(33: x 所 注 足 的 徽 分 方程 ， 根 据 欧 
ES E AB Jo AUI 
dar i 
LUL.RI ^u] Idi-s(D, 
E z= 去 Idt, 
da 
所 以 
TO-9 +RO S teme(i), (8) 


它 是 二 阶 微 分 方程 , 由 于 o, TE 和 -De 在 其 中 是 一 次 地 出 现 ,所 


以 是 二 阶 线性 方程 ， 又 它 的 系 邹 LO. RO 和 工 是 常数 , 所 以 ERO 
回路 的 方程 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 ， 一 般 的 二 阶 常 系数 
RHED TE 

T 


d? dæ 
Hoo ta best f), (9) 


这 里 aoa 和 四 是 常数 , t0, FCO RE LEE i f pun iac, 称 为 
EFKA, URA, C5 fOD—0 B, 它 是 二 阶 常 系数 齐 次 线性 
微分 方程 
arcas T Eas o, a0) 
T8 27 38 (9) 3 Ju 3E 3 je HL MS 

显然 2 一 9 ENKARA EOR E. WE epe 


#2 引 # 7a 
e= pi CO ER EAT KAE (10) BS] f, SE 
m= tapa (E) Hopa lt) 

12.35 75 $2 COMA, 3c HR. o 30 es RETE CREE. 这 称 为 选 加 原理 ， 

mÈ 2= 风 全 是 非 齐 次 线 许 微分 方程 (9 的 解 , o9 00 F 
次 线性 微分 方程 (10) 的 解 , SEC EE ELE UE mp (2) V CD) d REST 
KARORA, WR e—di Rod. 0) E dET C73 ERO B 
BR, WE m — V 0) — ida (D JEJE CE YE T] 2 (100 URIR, 

dn 4E (9)30 Q0) H, ao, a. Fl a; JE t ADARA, as (0) 50, 
我 们 称 

aoli) -T+ da (2) ka, (Def). 

是 二 阶 变 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 当 非 齐 次 项 (人 王 0 时 ， 得 
人 


a (0-8. 
d 
这 时 , A9 08 248 DU 75 A CASE m Ere TELAM TR 
PHOT "OR + a Q) T. 


4 a. (52. -as(1)m—-0, 


2 wf Q1) 
和 


DONO dione 0 duatebaKa-0, 2) 


选 加 原理 也 成 立即 , WE o pu (DRL o pu (D JE (19) BU, WE 
g — 6p) top CO t (12D BAIE, 这 里 81 os 是 常数 ; 如 果 e= 
pO) 02) E, s= (OE QD) PIRE, SER eo) tv CO do E 
(QD BUE. 如 果 a — dr (0) eds GO SEJE (UD BO RE, BR 0 ya CE) 
p (0 3E O2) BRE. 

TH, 我 们 先 讨 论 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 方法 , 再 讨 
论 % 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 方法 . 


习 题 


1 求解 微分 方程 Ati 并 导出 微分 方 保 组 
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A -y +s- gy, 2 一 了 十 229 
的 解 . 


a, REOR 微分 方程 组 


I = Aat, en Aya 


XH AM EINK 数 . 
3， 设 复 值 函数 st 和 和 wD 在 区 阿 x<t<8 内 是 可 微 的 , 试 证 


D X Z {ol} = neig 人 
EY AOT HOT 


4-4 icej- £y OLO. Cit (0) 0), 
4. M EKETE, 和 是 一 复 值 常数 , pO RE t HARKS, TAE 
1) HERY Reh<0 时 ,lim |p(et| —0; 

2) 当 ReA>0 Wi, lim jp 人 esi 一 二 oo 


5 S BA 24 Rok«0 时 ; e 在 Dest< 十 ce 上 是 有 界 的 . 


82 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 


=, ZAFAR RRRER A ARDRE 
现在 来 研究 | 
| . do ri urs (1) 
的 求解 方法 ,: 这 里 me 关 0.a 和 os 是 复 值 常数 . 
我 们 知道 一 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


de 
dro 


的 通 解 是 oce, 因此 , 我 们 先 尝试 讨论 ( 几 的 指数 型 的 解 go e, 
fA (D 48 

(ao? mht a5) e" 20, 
所 以 ,如 果 入 是 二 次 代数 方程 


TERRE 3A DIES 78 
go 十 dq 入 十 Wa 一 各 (2) 
的 根 , MWE ree 是 微分 方程 (了 D 的 解 , 反之 也 对 。 我们 称 二 次 代 
数 方程 (2) 是 线性 微分 方程 (全 的 特征 方程 . 
如 果 Aa REA 是 特征 方程 (3) 的 两 个 不 同 的 根 ， 那 末 en 和 et 
都 是 二 阶 常 系数 线性 方程 也 的 解 ,根据 选 如 原理 得 到 
w= -1- cue) (8) 
AE OD m BR, 其 中 心 和 oa 是 两 个 任意 复 值 常数 .它们 是 否 有 是 和) 的 
全 部 解 ? 现在 就 来 讨论 这 一 问题 . 
设 和 为 和 加 是 特征 方程 (2) 的 两 个 根 , 那 末 
AA + oN — aa (& — 44) A Aa) = 0. 
我 们 可 以 写 常 系数 微分 方程 (他 为 
a -< 一 — (ut M) Mg} = 0, (4) 
HE Fa 
d fde da 
ao rr (og n) (o 10)] -o 
FE y= do a, 
EKA SE 2-0, 
AT yee, 并 
acd, Pad (5) 


这 里 性 是 任意 的 复 信 常数 . 
同样 , 车 置 


那 末 zoe, BB 
E oce (8) 
IS, 当 和 zj 时， B CORR C288 


i T 
E s E ent, | (T) 


t= 
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所 以 (办 的 解 都 可 表 成 (3) 的 形状 . 
如 果 入 一 hs, 我 们 只 能 得 到 


da t At 
LA ehet, 


di 
WR et faa ; . 
(eta) md, 
因此 
€ ^fg =6 t+ ebt, 
ER, 当 A= Aa 时 ， 
w= (04 d- cst) e^t 
是 方程 人 的 全 部 解 。 这 样 得 到 
定理 1 如果 (了 ) 的 特征 方程 
BoA +A tH a= 
的 两 个 根 A 和 As 是 不 同 的 , 那 末 


m= Het y guest 


(8) 


(8) 


(10) 


1) 


是 二 PERO HOS RE CD) BS 4 TURIS TIR CL) ELSE 7 8 (2) 43 3C 


TR A= Aas BER 
g= [etH eot) e^t 


是 微分 方程 (DD) 的 全 部 解 。 这 里 o 和 os 是 两 个 任意 常数 . 


[ 例 1] 试 求 方程 
d? 
rx da: 
的 全 部 解 . 
解 “ 它 的 特征 方程 是 
+i =o, 


有 一 对 共 恩 的 纯 虚 根 tiy 全 ,因此 《19) 的 全 部 复 值 解 是 
wmo Foy I, 7 
这 里 o= F, o 和 os 是 两 个 任意 的 复 值 常数 . 


(12) 


(3) 
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但 是 , 方程 (f3) 是 实 系数 的 微分 方程 , 我 们 希望 求 出 它 的 实 值 
M ER rO =r, B eO p 


t (£) 26467! a i 


应 与 “(四 相等， 

C16 1! 4- Cat vm o gt d. og ntt 
因此 (e1 — Eet (e ei) E0, 
其 而 (03 — 6a) + (Ca ~ 61) =0, 


对 上 求 导 得 一 2o (o3 — 64) de? 20, 
所 以 Co =i, 因此 实 值 解 应 是 - 
和 =g oe, 
若 记 a= (4 iB), 这 里 4 和 召 是 两 个 实 值 常数 , 那 末 c 
s= A cos cxt 4- B sin cst, 

Bp w= A cos ] $ t+ Bsin T 

Èi, 36 — UTER VETIEDILY UBRO IO AA esas Ma JE E 
数 , WEEER 78 (2) BLA. M M ) 可 能 有 以 下 三 种 情况 ; 

(1) Mjoi-—4aq]:20 Bj, Aio, 是 两 个 不 相等 的 实数 ; 

(ii) 1 ai—daga<0 Hj, M= hs Jé— 3) E Sag MEG 

(ii) 当 如 一 4qons 一 0 B, == 和 6 是 两 个 相等 的 实数 。 

这 时 有 下 述 定 理 . l 

EB? 如果 二 阶 方 程 介 的 系数 doa 和 as ERR, M M Aa 
基 特 征 方程 (2) 的 两 个 根 , 那 束 

1? M4 ai—4a99.7»0 时 ,方程 (六 的 实 值 通 解 是 

v= eset caet. 
2? H4 ai — trt =0 If, 7; 3 CL) BS 3C ED AIC 
a= {01+ 0st) es. 

3? M ai —-4asm,--O 时 , A, RI Aa Xe dic ERO BE C, EQ 

atil, WKAR CO W Sc [GEL AR | 
m= e" (c, cos Bt-t- es sin Et), 
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这 里 oL 和 os 是 两 个 任意 的 实 值 常 数 . 
RANEH 3°, 我 们 留 给 读者 作为 习题 来 完成 
EH 2] 求 卉 次 方程 Ee 二 3. 二 2 0 的 实 信和 解 . 
K 它 的 特征 方程 是 
33 4-84.3- 2 — (44-1) (4-2) 一 0， 
所 以 它 的 通 解 是 
& — 016 *-- es 7t, 
这 里 e Mes 是 两 个 实 什 常数 . 
T 3] 求 齐 次 方程 TE 十 2.92 十 2 0 的 实 什 解 、 
解 ” 它 的 特征 方程 是 
À3--23,4-2 — (N+1)?+1=0, 
它 的 特征 根 是 一 + 十 # 和 i—i 所 以 它 的 实 值 通 解 是 
s= (c4 cog fo- 0, sind)e"*, 
TeÍ ATI AREE ERR (D) BOREAS XAR EURESI, CERTE 
意 常 数 ， 例 如 对 单 斤 运 动 的 近似 徽 分 方程 , 它 的 解 


` =o cos wt e Sin cx (14) 
— Žr i = j ; 
ERAM SE -2m E 的 周期 运动 ， 为 了 具体 决定 它 的 一 种 


运动 过 程 ， SA i 一 0 时 9 及 6 的 值 9 和 和 如 (初始 位 置 和 初始 角 
EHE), PER 


| &0) —&, ÈO) -如 ET 
m4 6(0) ~ 01~ 6, 
(0) — 620 — 05, 
所 以 满足 条 件 (15) 的 解 是 
f= ds cos cot. Pn. Sin wt, 
条 件 (15) 称 为 初 值 条 件 . 


一 般 地 , 对 于 二 阶 常 系数 线性 方程 (1), 若 给 定 两 个 数 由 和 m， 
寻求 届满 足 条 件 
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e(O) =o 和 z(0)—2 (16) 

的 解 , 称 为 初 什 同 题 , RIED RAA A R tt, zo 和 zo 称 为 初 值 . 
定理 8 二 阶 常 系数 线性 方程 (1) 的 初 值 问题 的 解 存在 且 浴 


证 车 特征 方程 的 根 为 4 和 Xo, Ao, 那 未 (了 的 复 值 通 角 
为 . 
m — o0, J- oet 
T8 US E CAR PE 2E Ue t TE C oT ca: 
te (0) — e, tea — o, 
(o DO) =a hos Yo, d 
这 时 可 唯一 决定 51 一 = (goha — So)/(h 3, Ca = (Toña -oa 一 A3). 
从 而 得 到 


Toda — To g^* Zo) — To Art 
+ e» 
一 各 M1 — Àa “ 


3h - Ae 时 ， 由 表达 式 


名 一 Coit Caf) e 


出 -一 


根据 条 件 (16? 得 
ĉi = T 
£194 T6 = Zo, 

PUR EDEA (10) BELARUS 


w= [mt (85 — 29) i], 
二 、 二 阶 非 卉 次 常 系数 线性 方程 的 求解 
二 阶 非 漠 次 常 系数 线性 方程 ， 


mo- 二 oo 的 | m 


的 求解 方法 和 齐 次 的 类 似 . Vi 24 Fi A. 是 特征 方程 
: : 49M tahta 
揭 两 个 不 同 的 根 , 这 时 aw EO 


yu T n, (18) 
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得 到 i2 -wl -[(), 
"oc d eT fos, 
从 而 in 

yet 二 f O87) ds, G9) 
ec EENH. IE, 若 置 

g= Á 一 Am, (20) 

得 到 ， 

se Q2) 


CHAME (019) SX, 3EBR EI Ms 一 a 得 到 

o c, besote Lo—MLE— f (ds, (22) 
这 里 e1— 61/04 — 35), 05 一 02/ (hs 一 和 1) 是 两 个 任意 的 复 值 常数 . 我 
们 称 (22) 为 非 卉 次 常 系数 线性 微分 方程 (的 党 加 变易 公 坡 。 若 
E 


et — geht 


A Mt 


(28) 
WME (22) RA 
æli) =e" + "n" — 240. di, 

由 上 式 看 出 , FIKARA E EALDES (9 3 DUE TT JG — EE UO 

程 的 通 解 
cettes", 
另 一 是 韭 齐 次 方程 的 一 个 特 解 | 
sf k(t— 3) KOLN (24) 

这 一 事实 ， 我 们 在 31 中 己 作 了 论述 , 疯 在 更 具体 了 ， 

再 由 KG) 0 36 353X (23) A, RECO JEJE CIE ERU RE, 并 且 满 足 条 


fF 
&(0)-0, 0O) =1, (25) 


$2 CHRR SR a1 
RZ, MELO 是 齐 次 方程 的 解 ， 满 足 初 值 条 件 (25)， 那 未 
COMER AMRAAM, 事实 上 ， 


di d?k(1— $) 


m 1 1 
FFE 了 di? f (8) ds, 
从 而 
t 2 EN 
a, 5. + 十 gum = FQ) 二 | 
十 三 Ak- 8) a Ci — 0d} fd 
所 以 得 到 PHP 


由 上 所 述 , 我 们 为 了 求 非 齐 次 方程 ID 的 解 ,应 求 出 与 它 相应 的 齐 
次 方程 的 通 解 , 再 求 出 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 , 而 这 个 特 解 在 求 出 
TRAER EUER CDHE OR, 代入 公式 (2 名 确定 。 这 
就 是 说 ,求解 齐 次 方程 (1) 是 求 非 齐 次 方程 (7) 解 的 基础 . 


[例句 ARAE 
tio sin mt 
的 解 , 这 里 woo H A RERA R. 
解 ” 它 的 特征 方程 - . 
Atow —- 


ROB —Ó 3C SEHE TEE Ao de, Aam 一 iamo 根据 公式 (29) 得 


Da * 人 it 一 本 pt a 
6 十 8 十 | sin cds, 
. o iwo liO) 


BREL  m—RBcosewta-COsinwosot- A [inatia &in c d'a, 


AE BOHLO JÉPPARSCEBSIE CNN. MT 


gn wo (f—- s)sin cos 


- 3 feos Coo E 8) — «08) — cogo (18) + c8), 


24 woo seo Hf, 
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t 
f sin cx (f —s) sin «s ds 


sitne ced 


1 . UD 
一 到 sin (cos C7 — 8) + w8) . 


1 - . 


1 ; ; 
| Meer iS coi — Sin cif) , 
所 以 4 
LB C Leo - 
eoseomt+( te gg jiet 
24 (o — eo Bh], 


t 
[sine -sin ws ds 一 zs gin ot — COR cf, 


: y Sin aM. 
9 — c^ F 


A 

Do 
HA] OR RIC 回路 方程 当 e(t) — Eo sin wt 时 的 解 ， 
E RELLO, TET NA 


d's dv. 


车 记 wi~1/LO, 28= Roomo， 那 末 上 式 化 为 
de 
` di? 
它 表 征 了 在 交流 电源 Eo sin wt 作用 下 电容 C 的 电势 变化 规律 , wo 
[p 3c ROUCESCLLMEE SEXES 22€ T 
(26) 的 特征 方程 是 
AHIA cx 7-0, 
M <i, RAE DT UE — EIC IS E dB 
A = — Bot iv 1— B7 mo, ha = 一 an 一 和 /一 应 ax, 
齐 次 微分 方程 的 通 解 是 
& — 6799 A coas 1— B wt Bainv 1— 4" ct), 


所 以 s Boosot-- (C + 


yinet — ŻA C08 cod, 
2o 


十 如一 Essi ot, 


4-280 T tais ogo sin ex, (20) 


$2 ORRERA AE a3 


其 中 AM B Ji ES Scar 
齐 次 方程 适合 条 件 E(0) =0, $O) —1 的 解 
gt — e^t g Pe » 可 
所 以 方程 (26) 具有 特 解 
oo 
p= 


=y 让 和 
一 (A cos v 1— £& ct -- B sin 4/ 1— f? wot)e ^t 


, 
f e o7 gin (4/71 — B" ef — 8) )sin wsds 


Eyo 
CETORI I 
— 2ox»0s cos wt}, 
Hop AFRE BEJE (0) 具有 周期 为 3/o 的 特 解 


Eoi : 
r= a ap ot ((09 7) sin ot — Bowo cos wi}, 


为 求 得 上 述 特 解 , TRISSET EET Nc EROECE — HR RBOREPUN BUS, 
在 下 节 我 们 将 用 另外 的 方法 求 出 它 ， 所 以 这 里 没有 详 述 求 定 积分 
的 过 程 . 


+ 


[C08 — aoin cot 


2] HB 
1. EFAJ RAAE RE EGER C 
D JE -e=0; 2) -2 一 0; 
3) Tr a fE caso; dy Te d 48e=0; 
5) 4 : +4 IE c0; 6 DE +i a0; 
7) SE essi; 8 -2.02 4.2 27 -5-0; 
9) DE tismo, 
2. anan anto 和 s 都 是 实数 ， ao 二 0, 试 证 : 初 汗 问题 
to ras Fa Gar —0, 


T (Eo) = Fos £ Clo) =o 
的 解 存 在 唯一 , 这 里 名 是 络 定 的 人 尾 一 实数 ， 
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3. pESESE d ger 1,3), 0) HRE 8 re p 
z(1) 0, z(D) -1 


4， 求 解 下 列 微分 方程 ， 


dy d*y | du ( ?. 
f 23.57 8 L EY ai 
d'a? dad t du 9; 2 di 


(Ay M dx dy M? 
a 2 -人 à e Ü; 
) (T) Tira (X vas 


oy e ) (22) . Lc " 
d ~ ale, +4 —— $M-2-—0 Ex. TB E og” H 
) TE 十 di T 《提示 ; {oe e”) 


F} T. 3 . EN ` : 
8) Aou - (22) BnyJB8ngy-0 (提示; 1E r=siny); 
: phe: dz — 
6) ag r A 900 ‘提示: Wife» 


dy. Ar da 
7) "dm -2 -g Termo, 


5. Rana 和 o; ELAR EC, 对 于 欧 拉 方程 
agi? fad T tawo, . 
证 明 : 如 果 Ai 和 加 是 二 次 方程 
ag (A — 1) d- ug t a3 0 

的 两 个 根 , MEHA TERRA AU TER: 

1? 洪 为 和 入 是 不 相 闻 的 实数 , 则 

T=0 ean 
2° X3 M=, M 
£ =(c1tealnje jyt; 
J^ XpAD—addB, Masai, (a, BATY, SA0, 则 
zi?" lc cescB1n|t|) J-ez sin(B hajt 

XX HB eíl os JE ET EERE BU RES, 

6. 试 给 出 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 如) RUE A2 E Re 时 都 趋 于 零 
的 完 要 条 件 . : 

T. W pO) LEE e HST 试 证 : 二 院 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 


ac E eo E taepa) 
必 三 在 一 多 项 式 形 闫 的 解 。， 并 由 此 求 微分 方程 
atr dr 
dn -+4 a 十 57 一 一 工 


的 全 部 实 解 ， 


#42 二 阶 党 系数 线性 微分 方程 as 


8. dE pO. PO. os OY EAE ELE RE 1 的 复 系数 多 项 式 ， 和 1 An 
Am M X RE m1 个 复 值 常数 , 试 证 : PEN PREX COT 2E 
A Ax pi)eh-4- m) es TE PS CE enl 
BOE RT EE REA: 
z-ceM -L qi egit + qa» gast. EM 十 gn 六 grmt, 
Hope REEEBSI SE EE, OD aa CD e qu C) SERE SUDAN, 3PES AURA 
时 9 已 的 次 获 不 高 于 所 (全 的 次 数 ， 当 AmA 时, qu OBRATA TF p QD 93 
次 数 加 工 . 
9. AHON RRETARA DAY ZEE OD RUE HE EO UE E 05 36 2E 
RE 
10. HERA C AER LARREA ARN 6. 


n. 求 下 列 方程 的 一 个 特 解 : 


dro pds MLER, 
D -p + 本 
dr 4 da ET 
2) pm ds 
d? . 
8) 3 zr 1222 sinAi 
d?z nil 
4) bog TIT =sini eos 2t, 
蕊 ， 求 微分 方程 2 2 
T T 
的 全 部 实 值 解 。 . 


"13， 设 实 系数 的 二 次 代数 方程 aA aie aaO 的 两 个 根 的 实 部 都 小 
于 0, 又 设 二 阶 连 续 可 签 的 函数 ORE 
试 证 ,im z(f)—0, 
14. WEE OEXIE] — ee <#< 十 s。 HER, RRIPI OT TR 
FX 2a (f) +f z(s)ds—j (1) 
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的 全 部 解 , 并 给 出 确定 唯一 解 的 初 值 条 件 . 
15. 谨 函 数 了 的 在 区 间 0<t< + oo 中 连续 , 斌 给 出 欧 拉 方程 


asi D tat Z case f) 
YE Of ces 中 解 的 表达 式 ， 
16. WX 六 扩 是 马 期 为 目的 连续 函数 , ARIA E 


diz da 
up 8 e PO 


25 B0 B ELBUB — 17890729 e ETE, 并 求 出 它 的 表达 式 . 
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一 、 阶 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 
% 阶 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 是 


—,„ Te dw E 
Inle) =o -ra Tt Tam =Ò, (D 


这 里 men SE SR E PEE TUA 
欧 拉 指数 函数 法 仍然 可 用 。 RD BER e Bg, 把 o 
代入 人 得 到 
(aA -- 419 7 4- *- F4) e^ - 0, 
A a 二 oN 二 —- 0, (2) 
它 是 % 次 代数 方程 , PARANEE, MEA e 
是 微分 方程 () 的 解 的 充 要 条 件 为 入 是 特征 方程 (2) 的 根 . 

Pi Ju NIE ZR (2) Je m GEB, EUR m ANB M Ae rns, FOR 
CB EAR, JUR uL Aa, nn Ay 是 豆 不 相同 的 , HB 2431, 2, -, 
mn) 都 是 (外 的 单 根 , 那 末 e, eM, o, ot 都 是 微分 方程 全 的 解 ， 
从 而 


从 而 有 


ALT AA = 


& — ce -- eat e H eae (8) 
是 微 秃 方程 (办 的 解 ,其 中 602、…on E nR AER. 问 
题 在 于 (8) 是 否 是 (了 DD 的 全 部 解 ， 我 们 将 证 明 它 是 正确 的 。 我们 可 
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以 证 明 更 一 般 的 定理 , 
定理 1 设 jm An 5 是 特征 方程 (3) 的 互 不 相同 的 根 , 它 
位 的 重 数 分 别 为 0a nos o 十 二 十 -十 二 和 Ww， 那 末 


qo 2 (ono 4-7 om ers (4) 


是 微分 方程 他 的 全 部 解 ,其 中 es (5 1, 2, 5, n5 J-1, 2, 7,3) 
十 任意 的 复 值 常数 . 
在 证 明之 前 , 先 作 些 分 析 . 
当 %=14 时 , 它 就 是 $1 的 结论 ， 
当 呈 一 人 时 ,如 果 uam po, 即 3 一 2, n; —n4—1, WEZER 
HUS 
mom 04055 eye, 
如 果 s—1, n,—2, WE jm 是 一 个 二 重 根 ,表达 式 (IRA 
ip (015 eas) e" 
这 正 是 $3 定 理工 的 结论 ， 
对 于 任意 的 由 如 果 5 一 9 和 一 和 一 一 和 一 二 那 末 (二 就 成 
*G. | 
再 来 分 析 一 下 特征 方程 .如果 心 是 特征 方程 的 一 个 根 , 设 
4M H- 4771 4-- -- - aq 2 (A — pa) (aA 3 bA baa 
那 末 
U1 — b,— oppi, Ua —b.— bata, t, a =bn 一 加 -apta， 


ds o 一 M (6) 


d? -ig 
di dm VT dr D e BÓ. zt, 


d^ 
di”? 


WRONA n MERTA BR 
Ini ( 2 ia) Lon, (6) 
事实 上 ,我 们 有 


E Lrt =E to -oT 


Inema 72-2; eem, 


as FOE ” 常 系数 线性 微分 方程 


RELON oj=e d" (deo e) 
Qe qu EET am up Pu 
d? f dæ ， dic 
Marcar) RE REC mL) 


dg d" 
Ed p i- (54 ola ) mur 


o (ua — b. capa) 号 + C7 bana), 


HEX An Excmi Lu, 因此 得 证 (6). 

定理 1 的 证 明 ”运用 数学 妇 纳 法 汶 进 行 . 

Hs w= 工时 定理 成 立 , wm% 一 2 时 定理 也 有 成立 .。 . 

其 次 , 设 定 理 对 低 于 % 阶 的 常 系数 漠 次 线 竹 方程 成 立 ,来 证 明 
它 对 % 阶 常 系 数 齐 次 线性 方程 也 成 立 。 分 两 种 情形 进行 . 

第 一 种 情形 , 特征 方程 (至 少 有 两 个 不 同 的 特征 根 .jm 和 pa, 
根据 等 式 (6) ,车 置 . 

y- oT pat, 
则 从 Lao-0, 推 得 
Lgay-0, 
这 方程 的 特征 方程 是 
G9À171-- b,2572 4- --- bar 0, 

它 的 不 同 特 征 根 是 Hi, a. o. Ha FEEDER A E ml, 
e.t. 根据 归纳 法 假设 ,定理 对 nw 一 1 阶 方程 成 立 ,所 以 


D umo (eut eof Ho Hn Cimri" et 


+ (ch, c bad - «3-05, £71) et 

十 十 Kom He elato reet PD) ent (D) 
这 里 ota, cis, ns, Cemer 6n, Ut, ts Ou, JE n —1 个 任 沉 的 
复 值 常数 ， 同 样 可 证 


de 


di Hat = (e, 十 ot 十 fel ou i3) ent 


+ (ef, t oft A- s eh ptT ent p 
- (ef - euit ee P Det (8 


mau FOF 
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H 中 ji, cls, tt. Cins C, Us 02,015 Un, Cu, 是 n—i ^r f£ E 的 
复 值 常数 ， 
(8) s de (7) 3&, IPER ua — na RARER A), 
第 二 种 情形 , PERRO FUR — HR ua, JÉn EHE, 这 时 ， 
HF Leay -0, SERHIEZPBU pa 28 n—1 HOB, JB ELA FLUE 43 
IZ apum y= (Ot ost er, 


di 
所 以 -Z femto) — (ci dco d arm, l 
积分 得 MCI: w=), 
即 得 s= SOMME | 
其 中 oj ir (joa, o DEBE, ERU. 
du dz 
"TT quen T dB i us- 0 的 全 部 解 . 
E ”特征 方程 是 


A$--23? —4 —2 — (4? —1) (4-2) — 0, 
所 以 特征 根 为 —2, -—1, 1, 并 且 都 是 单 根 ， 由 此 , 微分 方程 的 全 
部 解 是 ceget tee, Hop os, os 和 oa 是 三 个 任意 常数 . 
[ 例 纪 ”求解 微分 方程 
Se de 
di dë 
解 ” 它 的 特征 方程 是 一 329--34—1« (A— 17-0, 它 有 一 
个 三 重 报 1 所 以 微分 方程 的 全 部 解 是 
w= (01+ esf H- estet 
由 定理 1 知 ,方程 (DD) 的 通 解 含有 ms 个 任意 常数 ， 要 确定 一 个 
畦 解 ， 应 当 有 % 个 初始 条 件 . 例如 ;我 们 求 俩 2 中 满足 条 件 
&(0)—0,2(0)—-0, 2(D) -1 . (9) 
HR, 由 这 三 个 条 性 得 mE 
&(0)—0c,—0, m(0)-—e,4-04--0, EO) —0,--2e5--205— 1, 


所 以 01 一 0, e,70, =i, MERIME a Pe 


Deka S uu D. 


só 第 二 意 常 系数 线性 微分 方程 

[43] xm DIDI g 99-540, 

E SBMÁRLGICEBURHUIEZ] R3 X53-213-734—5-00g—^-48, Mmi 

33 4- A? 9A — 5 — (4 —1) Q?--9.3- 5) — 0. 

BIEUZA EHIEIRIR1, —14-26, —1—2i, FHREAR REE 
X 1, 它 的 解 可 表示 为 e — ie -Hege 11 901 oe 717908 

由 于 该 俩 中 方程 的 杀 数 都 是 实数 ,我们 希望 求 出 它 的 实 解 , 这 
时 类 似 于 3 定理 2 的 结论 37, 事实 上 , 由 于 

636 + C96 717901 |. pee C190 ee eet Lp aC TEDOS T ai 
上 或 两 端 除 以 e, HAt 十 ceo， 得 到 030. ATH 

《ca 一 - ta) Pt 一 {Ce oa) ei 
所 以 Ge 一 oa HE a= AiB, 那 末 得 到 例 3 的 实 解 可 表 为 
t=Oete * CA cost A- B sin 2t), 

Hp A, BARZE A, 

一 般 地 , 我们 可 以 证 明 

定理 名 设 方程 (四 的 系数 ao. aa, c os MEXR, 它 的 特征 
方程 人 有 了 个 不 同 的 实 根 M a e, ps 它们 的 重 数 分 别 为 n 
Ves, 7t es, EA RRAK atif n os cb URS, DR 
重 数 分 别 为 mas s Me, Bona nad my 2m t mad He) 
=n, BRAA EOD KRIE DIOEE3S 

m= Paet tH .二 + Pe 
+ (Qa cos Btt E, (t) sin B,t) e** 
t (QU cos Art + B, (sin 8,f) ent, (10) 

Xp PO, n, PQOY JE VOCE m 71, e, wl 的 实 系数 多 
项 式 , QOIS (D (.— 1, 23,…, DE m 71 次 的 实 系数 多 项 式 . 

该 定理 的 证 明 类 似 于 $2 定理 2, 贸 给 读者 完成 ， — 

3X RAUP H A m dena de 4 ny-3 (m4 4- my) 二 % 个 
[9 NUES E MEZERE T BUR OE T 

Z., nR ERRERA ERARE 

% 阶 非 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 
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L= tan T peau f, a1) 
其 中 dom, as 是 常数 ， w0, f£) ET IX JB] ac<t< 有 内 是 已 知 
的 连续 函数 l 
| 甘于 非 齐 次 微分 方程 ， 下 述 选 加 原理 可 用 于 简化 求解 问题 . 
一 定理 8 设 广 (前 和 广 全 在 区 间 ecc 内 是 连续 的 , e) 
和 wl 纪 分 别 是 非 齐 次 微分 方程 
Lak fi (» TH Las -fat 
的 解 , 那 示 2 人 二 smut 他 十 ws( 提 是 下 列 非 齐 次 方程 的 解 ; 
Lux fi(t) -fa(t). 
证 根据 假设 
a, TEC. Vu, PAOD + tm) mfi (D, 
a, TAO La, P ACD t t awali) ESaC), 
两 式 相 如 得 到 
Lia lD tra sf ts. 
例如 aint 和 革 分 器 是 向 分 方程 


da uu LÀ E 
up [4 c89sint Ez! dt +da 4 


的 解 ,所 以 一 1+sint 基 下 列 微 分 方程 的 解 : 


8 
GP C45—4t-38in E 


d. 


- o2 di” 


非 齐 次 微分 方程 广泛 出 现在 物理 、 力 学、 电学 的 有 外 界 作用 的 
一 类 问题 中 。 例如 收音 机 的 琅 收 回路 可 简化 为 电容 O, HR LR 
一 个 外 来 电磁 场 产生 前 感应 电动 势 e( 趾 联 的 回路 。 IEEE 
Bi 5, E R=, 所 以 它 的 方程 是 


下放 感应 电动 势 是 来 自 各 个 电台 发 射 的 无 线 电 波 ， 和 而 各 个 电 
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名 又 是 以 一 定 的 频率 进行 发 射 , 因此 e Q0 E RUBRO DERI XS, 
Bp 


N 
£ (t) 一 p> (ty eos Cy + Dy sin cast), 


Oi. Go, t oy 是 互 不 相同 的 , NEBRIA. NERIOERHS, 可 以 
AORUN EHE RI ATO 


Pw i Oy b, . 
Wwe Lg "po 9e HD gg o. 


关于 一 阶 常 系 数 非 齐 次 线性 方程 的 常数 变易 公式 ,我们 在 83 
中 讨论 过 . 
Xon 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 ,我 们 先 就 
ESimcot 
的 特殊 情形 , 介绍 一 种 称 为 芝 率 对 性 法 的 求 解 方法 ， 为 此 , 先 讨论 
微分 方程 


av T2 a, dr DLE p... guo Aet (13) 


dP 
的 求解， 用 oc Fe REA Q3) 4838]. 
6o $1) * H- a (Eo) * 14- a) Fetas Att 
Bar, 如 果 Go ($0) -H a3 (4c) 71 4- dde T 0, 
那 来 


om GTGA E (14) 
是 非 齐 次 微分 方程 (13) 的 解 ， 
如 果 把 Ae 视 为 系统 的 输入 , $8 03) PESE US Dg co B M (14) 
视 为 系统 的 输出 , 那 末 和 输出 是 输入 乘 以 
i o 2 (15) 
Go (4c) " 4- a, (2e5) Tt 
015) 38 ET 3E EEOMESLAEONS ex BO IE SACRO NV PEE, KARAM 


” 闫 率 特 性 ， 它 的 意义 可 从 下面 的 售 题 看 出 ， 


例如 对 方程 2), did 6 一 I 了 /LO «(D -Asincf, BIA; iX 
d 


P 一 一 十 az 一 adsin ct, 68) 


(0 88 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 aa 
我 们 在 32 芍 例 4 中 已 求 过 它 的 解 ， 现 上 用 频率 特性 法 求解 ， 为 此 
洁 讨论 方程 

dw 

di? 


2$ ce c Hp 3c CDU TRE 
105 a Aet wi EP 
— RPG E 一 一 
Cin) + ewn 站 ’ 
HM cos + 
E RS NE SS 2 aca gy Asin «ot 
CO 77 Y 


是 方程 (16) B4 RE. 
JD o JE 8g 的 发 射频 率 ， coo 是 接收 回路 的 加 有 频率 ,co3 一 


1/LC, iim RB, puer) 就 很 小 ; 而 当 mn 与 相差 很 小 


时 , 解 (办 的 振幅 了 -zs 一 -一 Tor aT a] AGRAR, 这样， 虽然 有 各 种 电 人 台 


药 电 磁 波 在 空中 传播 ,但 只 要 调整 wo 使 它 非常 接近 于 所 希望 收听 
的 电台 的 ea, 则 其 它 电台 的 影响 就 可 其 略 去 不 计 , 而 收听 到 所 需 收 
昕 的 电台 节 自 . 

当 oo= 骆 时， 方程 (4 的 没有 正弦 或 余 茧 形状 的 解 ， 它 的 特 解 
是 


= 一 < 1 cos et, 


它 的 振幅 将 无 限 增 大 , 这 种 现象 称 为 共 拆 ， 
从 上 的 求 系统 与 强迫 项 闫 率 一 致 的 解 的 过 程 来 看 ， 频 率 特 
性 法 仅 需求 导 运 算 ， 不 需要 积分 运算 . 下 述 的 例 三 将 进一步 说 明 


Mise VETE SE BS HE PE, 
L9) 4] ARAE 
LC Tz. + RO Dru E, sin owt GT) 
WARA 2/0 的 解 . 


WD ”我 们 在 $3 中 用 常数 变易 公式 求 过 它 的 解 ， 现 用 频率 特 


s4 第 二 章 PARRARI IB 
性 法 求解 ， 为 此 , 先 讨论 方程 


LO S| BO Sora E, 


ru 
l -一 Eo dieu 
EARR i lO iog ’ 
它 的 虚 部 是 
出 一 Eo P1. — o LC) sin e£ —0 FO cos et], 


(1 o LO To? REOS 
BW oa LC, 28-HRCo. bEXIN 
Bow 
(c — oY +A ww 
Eewo 
NU da amm) 
HF o 适 会 关系 


Te — a) sim ext —2, Bos cos cxt 


&in lwit p), 


因此 ,方程 (4177 共有 周期 为 2/o 的 解 
Ege 
AGb- OLET 
， ”频率 特性 法 只 对 (DD) — sin (tt 的 方程 Ll1) 有 效 ， 对 于 一 
般 的 方程 (11), 我 们 推广 2 的 常数 变易 公式 , 得 到 
定理 和 设 有 是 齐 次 常 系数 线性 方程 
[n d? 


e= - = Sin (ott p). 


60 一 一 di" Ta ——- ert -十 Gin 一 站 
F9 R8, MLEZI 6 A PE 
k(0) —-E(0) = =k" 9(0) «0, k"7D(0) —1, (18) 
"mt a- | re-s Las (19) 
0 Co 
是 非 齐 次 常 系数 线性 方程 (11) 的 解 . 


证 EKAI RE MERR (5), 得 到 


E 


$3 n WM ARM EE a5 
de ft dk o. BIO di, 
ü 


di ^ di 
dw [td ; (£- —g) die (s) 
dt? z o di? de, 
Pow h(t) £o) 
FL Ü di ds, 
d' "me fe 
dis x e f, dk ds, 
RAHEGI), " 


Ter a k( — 2) LE IG. ds=f (8). 


maD RE CUI BR, 
dé xh aS (190 JJ — Br ETE UCRECBSCOUHBOR ME Z3 28 EHE 
得 到 的 .我 们 将 在 第 三 章 中 用 常数 变易 法 进行 推导 ， 


E 


6) 


dii di 


. 求 下 到 微分 方程 的 通 解 ( 实 形 式 和 复 形式 ): 


d rr t rra 十 i. $877 dn —0; 


de o4 Ux 46 D hi dm 


du dii E di *r-0; 


L Lang; 


3. 求 微分 方程 


TUS dU EC A PE 


se 第 一 章 常 系数 线性 微分 方程 
z(0)—2, z(0)-— 一 EW 2 — 2, a/?(0) =1 

BU. 

3， 构 造 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 , 使 下 列国 数 是 它 的 解 , 并 囊 方 稳 的 阶 
数 最 低 ; 

15 e7', cost, sini; 

2) e", g", teost, teint, e :sint, e cosi; 

3) et, tet, ee ilg. 

4) €, te^, ea, Pleh, gt, pel, ce, Plet, 

4. RETIRANTE A TE. 


dx da 

2 gro = 

1) t um 3 di nnl) 0i 
dr i är 1 

2 n NT =0: 

D di ^ icf di tuc 2-0; 

3) d 1i dz ,2ds 2 z-0: 
dS d: d) 0d 5 , 

dy 
D 29 pga 
Jt dis Tx 1, 


9. fili n 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 解 具有 下 述 性 质 之 一 的 充 要 条 


1) 它 的 每 一 解 当 二 一 十 aT; 
D EHEHE Oto EXCESS 
35 存在 在 0<t< 十 om LER RKE 

"5. 讨论 # 阶 欧 拉 方程 


d^r dr iy 
di^ 十 git dert *aa +a =i 


的 求解 方法 ， 这 里 os dls On 是 常数 ， ec 关 人 以 提 示 ; 考察 形状 为 p B8, 其 
下 是 待定 常数 ). 
"e ARKADE 


aye? 


3 T 498 S2 end 20m0 
Bj ESAE GT 05, 
8. 求 微 分 方程 
Trg r +6 D -d Pa 4x (l)e 
的 全 部 解 . 
9. rsp D GSL 2, 人 是 微分 方程 


d^ dy 
darc rcm 


Te deam e f£.) 
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的 解 ， 这 交往 


gr~ Yr 
ao Tas pcr Te beo n Meg.) 


BINE. 
13. RNAAE P 
2 
HEMER . a M 
s0 =r) =a =DY =—1 
的 解 。 


“84 运算 子 法 


前 面 我 们 已 经 讨论 了 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 求解 方法 ， 
饮 拉 芍 指 数 函 数 法 是 它 的 基础 。 对 于 非 齐 次 方程 ， 主 要 是 常数 
变易 公式 和 频率 特性 法 .现在 给 出 另 一 种 求 非 齐 次 方程 特 解 的 方 
法 运算 子 法 . 

设 记 号 刀 表 示 求 导 和 运算, 即 定义 

Do- 学， 

其 中 2 二 %( 如 是 一 个 可 微 画 数 ， 今 后 称 DD 汶 运 算 子 ， 我 们 可 以 逐 
次 定义 


Drw~ D(Da MCN 


M 
D's = D(a) = s , 
Dao = DD) = og , 


一 般 地 , 如果 PASS aM 是 入 的 nn 次 多 项 式 ,我 们 定义 
P(D)ya- S a Dig =} a, T, 
其 中 2 的 具有 于 阶 导 数 , 而 形式 地 记 
P(D- -$ aD, 


8s 第 二 章 ” 常 系数 线性 微分 方程 
EPMD En nM m 芥 多 项 式 运算 子 ,定义 
{PID) - QUD) os P Dot+QD)s; 
(P(O»QUYXs— PO (00D)23, 
ERL SPOROM RO) RUCOIURACT n He Sot, JE 
县 了 (0) 二 QO) 三 R(X)， 那 末 对 于 具有 w 阶 导数 的 函数 4 成 
立 着 
0 P(D)s-- QUD)s—RQD)a, 
VUE AE RARBU. ILDONHORE LESAR m 
WpHG, BAHAA AHAAA, BEDI 
(QDP-r-i1)sr (7 D+ D)szDerkms 
仅 对 具有 二 阶 导数 的 函数 成 立 . 
性 质 2 若 POXmQO)MVUOR ND n m, 那 来 对 TA 
有 wm 阶 连 续 导 数 的 函数 O, 成 立 着 
[PIDA yo (Q(D) PCD) 3o, 


证 EPO) XD, QO) =Ñ MD. Sk 
PDQD) Ves POD) QD) PO) | SS ine] 
-ro f$, s t] 
EN 5, m), MEF 


$ a b i EET Ta, 


FE 
而 它 的 右 端 就 是 (QCD) PCD) yo, BE 2 得 证 . 
性 质 3 43; POOdE n XE DR, 20) CS n 阶 导数 , SIS. 
1° P(Djet =P (a), 
2° P(D) leel] zze* PCD--a)z (25, 
3? P(ID')si wt= P(-—«w*»sin oi, 
P(IDPcos cz: P ( oco, 
证 17.3^ 的 证 明 留 给 读者 。 仅 证 27, ISDN 


$« i X* Tk 29 
D(e*a(1)) s (a (9), 


而 p (nO) marta(r) er, 
. B Deta) se QD--a)o, 
| 运用 数学 归纳 法 可 证 ， 对 于 任何 自然 数 ; 成 立 
(ea 人 的 ) me (D da), 
因此 , 若 PO»)-XaD, mx 


PD) (ez (£)) =E aD (ea (1)) 2! aye" (Dyar, 


ERE CUPOYa)s 证 
在 上 述 三 个 性 质 的 基础 上 ， 我 们 可 以 用 运算 子 来 求解 非 齐 次 
常 系数 线性 微分 方程 . 


我 人 用 记号 gr 表示 非 齐 次 方程 
PCD)s 一 /人 


的 一 个 特 解 . 
[f 1]. BE P(o)-0, 则 微分 方程 
下 (万 Ja 一 性 


RANN O aop, 


证 Kes e" 代入 原 方 程 得 


P ) 
T P(D)a= PQD) e e 中 = pare =e, 
[A2] Poo, 出 微分 方程 

"ee sin cot 


HE s= T L5 sin «ot, 
读者 参照 例 1 HHEH, 
U3] PODERA PO) =P DPD, o 


微分 方程 


100 第 二 章 常 系数 线性 微分 方程 
PD)s- sin ot 
的 特 解 ， 
解 ” 若 zz 是 它 的 特 解 , 则 
LPLUP) FDP COD) ya = sin ot, 
用 P.C — DPs QD?) REAR E (8390 
(P2PF)—DPD)isz-(P.(D?)— DP, (D?) Yam o, 
上 式 在 端 等 于 
Pá(-—aP)sin axi — DP — o) sin ot 
= PQ(—ow)sinot—oPe( —iw5))cos c£, 

所 以 
PID — DTD) jo — Pi (— wsin ot —&P,( —e)cos ot, 
"C BHBAE I2, 34 PI(—o7) Fe? Pi Oa) 0 Ef, ECHTE 

P ( — 09) sin w£— oial — c7) cos ct 


POSF PC — | 


w = 


[恒生 iE Q()A E kE, AR 
P(D)«-Q() 
的 特 解 
& BPO =M, 9(0)*0，g(W) 是 多 项 式 , 1 是 自然 数 


RP. oco 附近 把 Ti 按 泰 间 公式 展 开 至 炒 项 , MR 


_ 工 = Ae s PAY gara 
güy 十 


其 中 由 (3%) 是 多项式 , 这 时 有 
129(1) (ot emt :ter ) + Mt 

报 据 性 质 1 有 下 述 恒等式 | 

g (D) (Cot c D 3 +oD (8) CD) D (0 —Q9Q), 
[B QCO E b xx, Pr D'UQG)m0, AES 

g CD) (es Q (D -eQ + +t oT} —Q(Q. 
Jl £—0, POSEGA), P(0) «0, BK 
& —eoQ (2) -F e3Q (2) 4- -- re QU? (2) 

是 它 的 一 个 特 解 。 


84 E A Ti 
Wg Fd, H g= De, NRODPRUQMOEN 
而 g es) H- e QD -- Mes QUO CO) 
是 它 的 特 解 , 即 得 


È a 
Dis -. -d cf) ce) d eq (0, 


这 时 易 知 
a= fi f? {ol To e C036 dt 


+ 
arh 
ERA A — AR - 
上 述 结论 可 以 涪 趟 运算 如 下 —— 
POD- QD, 
Brit 


1 lod3 nA 
^7 pupy 80 7 gy qup; 0 
2d "P AO) erile 
- dye -eDa- 4- e, D* 十 o CIS Dr "ao 
- FETIO HAAG 4 e QU? (D), 
从 而 得 到 解 的 表达 式 ， m 
[ 例 区 “微分 方程 


P(D)a-e"g(0 
` t - 1 Uf af — " 1 Tx 
的 特 解 是 e=- Dy Â g(t)-e TOO. 
它 的 证 明 留 给 读者 . 


下 面 再 来 看 些 具体 例子 ， | 
Do] Dee, 写成 算 了 形式 


Cie=e. 


I 


Br ul l 2—— iui 1: 
AER 
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AT] (D?--1)e — sin 2t, 


N s= 1 sin 37 Ý sin 2t— — 1 gin or 


13-1» ET 8 
是 特 解 . 
[898] (D?--D)s —sint, 


1 ， 加 工 ant 
pyr i Sint -eost) =r- yyy. sin f — cost) 


= — A (sinit cost), 
[全 9 (D*—2D)z-i, 
—-Í —i1 BL. Ci. 8 
E ?Dp ~ D (十 了 十 -pt g- 
[5] 10] (2? De-sint, 
M xp 27i, WES PCi- i=0, 不 能 使 用 , 为 
此 讨论 微分 方程 


(PDs e, 
对 它 也 不 能 用 例 工 的 方法 , 现 根 据 例 所 的 方法 进行 


e= Dy To T uce DFD ud. 
"ax ay Pt) oun. 
它 的 虚 部 is 
是 二 x 一 sint 的 特 解 ， 
Ts sin t 的 特 解 . 
解 ” 先 讨论 
ds 


up 7^ te UT eto 


的 特 解 . 


84 运算 子 法 
g= fg 1191 te d | f 
ip ITQUDTITi* 
= gtt 1 - " 
1-40244-2(1--3) D4- D" 
i 2(1-4-à) | 
= git -. 
Ts [r aray D+- ' 
| = eard LEN 2-4) | 
| 1+2% (14 2i)* 
N i—2¿ —2+ 146 
— plti 
a CE a 
TRER | 
€ — eL (14 — 1015 cos t-- ( —2 1-51) sin 2/25 
是 原 方 程 的 特 解 . 
可 n 
试用 运算 子 方法 求解 下 列 方程 ; 
1 99 atat, 
2. 829.125 — 2sin?t, 
3. ST | y sint — cost, 
dt? 
dir dép | dz že 
4 CATAL i TEA, 
dig dir 


dit 


an e Tr-—f, 


io3 


第 三 章 
线性 常 微分 方程 组 


$1 向量 值 和 矩阵 值 函 数 


如 果 在 一 组 党 微分 方程 中 未 知 函 数 和 它们 前 导数 都 是 一 次 地 
出 更， 就 称 该 方程 组 为 线性 常 抠 分 方程 组 ,或 简称 为 线性 方程 组 ， 
这 是 一 类 理论 较 完整 而 且 应 用 广泛 的 常 微分 方程 组 ， 并 且 它 也 是 
讨论 非 线性 方程 的 必要 基础 ， 和 线性 代数 一 样 , 在 线性 党 微分 方 
程 组 的 讨论 中 , 应 量 、 息 阵 及 洪 运 算是 非常 有 用 的 ， 本 节 先 介绍 有 
关 间 量 值 荔 数 和 竹 阵 值 函 数 的 一 些 基 本 性 质 . 

一 、 矩 阵 值 函数 

如 果 对 于 区 间 w<ft< 有 内 的 每 一 让 A nx m BER ACO 5 
之 对 应 ,就 称 4 的 是 区 间 ei-t8 KARER GUAE, H4 m=1 或 
名 一 上 时, 我 们 称 答 阵 值 画 数 为 向 量 逢 函 数 ， 设 


Uii(Í) aalt) 0 mu 
AQ) = Ga, (E) fm © | to Gay (D) 
Gai CE) LIT. (b t MC) 


在 «B 内 有 定义 ， 即 它 的 每 一 元 素 aa0(j-1,2,- 
k=1, 2, e, m 是 在 at B Pl sg LIS ERG, 

JUR e (0) (j—1, 2, 0, m E—1, 2, «e, m) 都 是 acting 
内 的 连续 函数 ， 就 称 AOE at B 内 是 连续 的 ; 如 果 aa) 
(j=1, 3， 一 2, -, MRKA act 8 PEERS RT DR iR 
数 ,就 称 4 的 在 act B 内 是 可 微 的 ,并 且 定 义 


dí di J-1,9,-, m k-i.9,.9, 


BI mp RIAEREE GENE 
PECORE EE- ICH DOR, RMEL 


f A(s)ds-— ( f Gy (s) da ) JALB en Eel. 


d 
d (Ce ge et Coe) 
WU IT inot d ain oJ oot)” 
sq CoB cot S a 
PS u 


w COS wt 
— sin æt — cos cxt — æ cog wi — w Bin ot 


i,. . 
f (o a= P (sin ot—sin cto) 
t \Sin as 1 . 


(cos cof 一 cos wto) 


XT A8 MEHR GEUBCIU BAI BA EA E URBE UN ER OR 1, 
现 列举 如 下 。 今 后 记 元 素 全 为 零 的 矩阵 为 90。 并且 假定 所 过 到 的 
矩阵 值 函数 是 可 微 的 或 可 积 的 . 
1* -2 一 0 的 充 要 条 件 是 AG m A DRE 
2° 如果 AOM BOWE nxm 阶 的 , 则 
d m1 — JAG) AB) 
OET OOR OR 
3° 如 果 AOE nxm Br, BO Je md BE, RU 
| d _ dA dB 
4° 如 果 ACD J& nxm Eri, e) AE m. 维 癌 量 值 函数 ， 则 
"d _ BAKE dæ (t) 
d LA) (1 ~ O raorao W, 


5° 如 果 UIOLBNOLLELISOUL III IPIE 
ERE A" (0) = CA QD, Rl 
dAT (f) 


dí -[4T, 
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dA [dA(QDTy 
aro [440]. 
6^ 如果 在 Ca, B) P n X B A CO EUR PE A71 (0), RE 
d arn gaara BAW aara.. 
OES (0) 5. A (0, 


T f. AQ HE Gema f A()dseb f B(o)ds, xti 
a.b 是 常数 ; 
8? NE A JE nx fi AER BOE mxi 阶 矩 阵 值 函 
2x, mi l B 
. * 
f AB(s) ds=A f. B (9)ds; 
WE AHE nxm Br PEE €, BE mox d Fre flop, 
Wi l 
| 40) Bas= [AWB 
9? (arcas ([^ Aca ) s 
f. Ar Gase (f. A (s)ds ys 


10° 5 ADEE 有 ) 内 是 连续 的 ， 则 


ap A dszs AO; 


11? 如 果 4 的 在 (mw 局 内 是 可 微 的 ,下 S40 ggg. qu 


f AQ )as=40) -Alto 


上 述 运 算法 则 是 不 难 证 明 的 , 我 们 仅 证 明 6*， 由 于 4 (办 的 元 
F gm 从 是 可 微 的 ,因此 4 (区 的 行列 式 detA OETA, A CO) i 
元 素 or 他 的 代数 余子 式 .4 (的 也 是 可 微 的 ,从 而 AC) E A 
的 ， 又 因为 
A7 (2) AO —I, 
这 里 了 工 是 单位 阵 , 根据 1" 得 到 


8&1 gU AERE idu 107 
doy aL 
3; 54 MOFIOIE 
对 上 式 左 端 运用 3” 得 到 
dA (0 HE dA) _ 


dA (Do - dAl j- 
从 而 得 证 ~ =A Koi r ACE, 


T EER 
假设 4= (ag) 和 B= (Bi 是 两 个 oom MER, 我 们 定义 4 
和 上 的 内 积 《4, By 为 


«A, P-A PD Ejs 
MER 4 ERIALA 


Al- VE, a> = yÈ $ janl”, 


特别 ， H m=l 时 ， E wn, Sa, ttn, Ba)” 5, Y= Cf Yas UU. s), 
AR 


<æ, y» -E 4, Ya 


lxi - 3E wy ~ "X ail. 
关于 范 数 和 内 积 有 以 下 性 质 
1° 40, 且 4 -0 等 价 于 A=0， 
? BR RUHK ad ell 
* K4, B>] < JA} iB]; 
i* TAS BI e ALI 
.8* j47|- | 4*] - LAT; 
6° 如 果 A 是 nx m BERE, B 是 mod BAERE, WK 
14B|«[Ai-|Bls 
如 果 ADE, B] EER, 那 末 
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ioa] <f AO lat, 


性 质 3° IRAM ri (Oanchy)—iF 5,25 (Bohvwarz) 不 等 式 ， 性 质 
4° 称 为 三 角 不 等 式 ， 

性 质 3。 的 证 明 。 如 果 4=0 或 B=0, 它 显然 成 立 ; 如 果 Av 
9, B0, 3k 4] 0, 1B170, 38 asv E] ESI. 


]<4, By| = »P » ano. «s pà [am ba], . 
但 dai bal = D gy" Lep | T tpl? 4- I. Ib 
所 以 


1 2. ui 2 
KA, pley Š leat TrA À ae} 
- |4l-481. 


TIENI 4^ 的 证 明 , 因为 
AAT B= tB, A4- B», 


而 容易 证 明 
<A+B,A+B=<d, A»4- CA, B» B, A» --«CB, B», 
所 以 [A+ B|*« | A|*- 2]C4, B>|+ |B|], 


根据 性 质 S^ 得 到 
| 4-- Bi AI 2144-11 LP, 
所 以 ]42-B| « EA] -|B]. 
Hm 1^, 27, 5? ZR ELUEHH, 留 给 读者 ,- 


性 质 6° 的 证 明 . 因为 AB (as bas), BEA 
200 BPA EiEew 
但 根据 性 质 3* 有 


TH 2 m i m 
| È as ba | <$ Jasle È ban 


$1 MIB ABE ILES XE 109 


PTE 
jasi m I($ lanl’ $a) c 
S Ser 3r) 
ja Ap E 
BUE JAB|< |A] 181. 


"rn EH WEE FR 75, TEE EARR ERG ix Ht i, ET e 
Ag, co de c P oco Bp, in ETE A 使 得 当 下 -> 十 co 时 


LA,—.A 1 一 0， 
就 称 4 基 (AL: 的 极限 , 记 为 
limA,— A, 


PRAA DEERE. Ay BERN cv co MAF A RAI 


应 元 素 ， ali =lim| 4j. 


HERT 的 证 明 。 3$ [o, 61478 688, 就 有 
f Adio im Saa (a 87 2 y 6 2. 
得 


«(oett e ee us 
MuR "na 


TOT <f 14) |a, 
E. SUUS EA TDIEIORB PEU Ei 


设 线性 常 微分 方程 组 是 
A PAOLET MOLT as (Dn - FCD , 
da = Gai (E) Ti ae (Pes t Ut Flea Eat fa , 
1) 


Amre*45ARARARETRRREECRECLASARRSA ASETSAWETFARARERTRRRÀA WERE AAA PARAR 


F1 = aa (D Da -Hina (1) ma od aas D EnA fa CD, 
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其 中 au Cj, k=i1, 2, iE n) T fom (j—1, 2, TU, n) 是 H AE 
Hc RS CLA n, E EUEE CRI Ca, 月 内 是 连续 的 - 
Tu AQ) — Ca Q2), 


Tı . 
w= : = (25, Wa, t, $4.37, . 
Ta 


"LO 
fs) : = h(t), "t5 AOD 
Ja) 


屠 未 方程 组 (1) TARERE 
TOLER OR (2) 
~ DRADER n ARARE aC, za), 7; O 的 一 
阶 微分 方程 组 ,并 二 导数 已 经 解 出 了 , 称 为 标准 的 线性 常 微分 方程 
组 ， 它 的 初 人 问题 是 ， 设 给 定 了 0E le, AnA a, 2, n 
cb SORJPRHH CD aat), =a), =, tmm), H. 
满足 初 值 条 件 
alto =at, Bt), y Balto) =a (3) 
著 记 wom (2f, a, o, aD", RRIAT IEN: 给 定 了 
t€ (a, B) fli zo, 寻求 方程 组 (人 的 解 nm), BA RE E 4I 
f 


æ (to) —2X,. (4) 
ALT —BrATE ETE AE ZR 
E TTO ROP ^8) 


其 中 (5 o G)RI F (O3 Ifa (o, 局 内 的 已 知 连续 函数 ， 若 置 


Ak 


$1 Jam Tul iu S 11i 


[ri 
des qa peat f(. ®© 


A 


a 0 0 i 
=f da]. 3E ， A(- , 
” "5 di (5 o (0 0 ) 


3k (6) T3 39 i 
SE - AQ) f). 


m, e” 
WA 是 台阶 方 阵 , 我 们 定义 6 是 
etm Aiti AP E AFE H, | (0) 
为 使 。 有 定义 , 必须 证 明 (7) PUERO ARA, BE 
m nt | n" : 
Egan Een eat 


Biz È -y ARA Ric, Jo CT) 89 1 3C GR 

我 们 称 e^! 为 起 降 指数 西数 . 

当 n 一 1,4~a 时 ， 它 成 为 指数 函数 eU. 我 们 知道 A=]; 
ee saeh, (e) -ieeet Xp ett 我 们 可 以 证 明 ; 

1? e420— I; 

ao z e*t Ag! enel. A; 

8^ e^ ffjit (e^) RE, JE HL (e^) IA, 

关于 性 质 1°, 由 表达 式 (7) 立 即 得 到 . 

关于 性 质 2"， 显 然 。 级 数 () 在 任何 有 界 区 间 上 是 一 致 收 化 
的 , 人 而 可 以 逐 项 积分 ,如 


na Ak OS no AME 
fem p2 ,Tr 
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E AEQ 


As 了 WI omg. 
于 是 f 4e b= 2 Qi | t. 


两 边 对 t RFA 


d 
t— At 
Aet = 


同样 可 证 全 oo 
关于 性 质 8^. 因为 
全 48 一 全 ) er. 2n 十 ed 2 (g-4*) 
m= dette — gt Ag +=0, 
所 以 etg Miet e op x 
即 e 的 道 存在 且 等 于 enn | 
定理 1 章 次 常 系数 线性 微分 方程 组 


满足 初 值 条 件 
B æ (io) 一 mo (9) 
的 解 在 一 ce<t< 二 eeo 内 存在 且 唯 一 , 这 里 (如 , wo) 是 给 定 的 . 

证 由 于 oe" 的 道 存 在 ,所 以 


-af dc — 
| d cra 
Bp d (e Ma) m0, 


PILLA fo 到 二 积分 得 
€ Sig (Doe hn, 

所 以 æ (i) met tap, 
这 就 是 说 , 方程 组 (全 满足 条 件 (9) 的 解 必 具 有 上 上 述 形状 ， 另 一 方 
面容 易 证 明 , ee oa 是 方程 组 (3) 的 解 且 满足 条 人 性 (9) .这 就 证 明 
TX, | l 

同样 可 证 w= ette EONTERBGMo WERO, B 
此 ,由 定理 1 得 到 


$1 "umida i18 
et " g Ata, = tpn. 


由 于 xs 可 以 是 任意 向 量 , 所 以 由 上 式 推 出 


gg Ate = gts 2 


从 而 得 到 下 述 性 质 

4? gta) =t 

事实 上 , 若 取 加 = 一 5 WEER. 性 质 4° KEREJ i RR 
的 加 法 定理 ， 


定理 2 设 了 (0 在 lw, 由 内 连续 ， 那 末 非 齐 次 常 系数 线性 微 
分 方程 组 


-区 -一 4z 十 7 a0) 
HEDERO REE » 局 内 存在 且 唯 一 , 并且 当 € (o, 8) 
时 
wD = ettwa | ett tf (Sd, (11) 
证 ”出 于 


(cta) Eg “(1E ~Aw)= e-^'f (t, 


所 以 6€ *'a (1) —a74^m, =f e “f (s)ds, 


从 而 a (1) seit ns e | rf G8), 


即 (10) 满 足 条 件 (9) 的 解 可 宕 成 形状 (11)， 反 之 ,可 证 (11) 蚌 (10) 
RE, HERERO. 

EHE, ERE 原则 上 给 出 了 常 系数 线性 微分 方程 组 的 求解 方 
法 , 我 们 称 (11) 为 常数 变易 公式 , 但 是 , 由 于 e* 的 计算 是 复杂 的 ， 
我 们 今后 还 需 讨 论 常 系数 方程 组 的 具体 求解 方法 ， 现 就 最 简单 的 
情形 讨论 e“ 的 计算 ， 

[W]1] 设 
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试 求 e“, 


A 


An 
AZ i 0 
AB Ae XE SH Ag 
gt 0e gg 
æ = etie = e 0 ej | | eet 
() est ‘py m 
是 常 微分 方程 组 
de, — 
dic Ms 
Gas 
MA C Asta, 
di (72 m 
GEM 
di C9 


的 解 ， 
[42] i 


$1 Jjmup aT EE AAS 115 


jk et. 
B ”因为 
ASA 1j 0 0 2) 
= » Jo of —-— 
1 aaaf t oN wf? 1 (5 r) 
所 以 m ( 1 +200)- o~ 2] -——Á 7 
sl Dese (5 2) -G x) 
1 00/ i0 » y, 
OV 0 1 A pat! 
A=} Jart = ， 
(ee o)-(o æ) 
"m g M 
因此 e^t: (5 P" 
根据 定理 1 知 
" MIU 
a-— 
0 e^ ĉa 
是 微分 方程 组 
do, 
—— Asa a 
a (13) 
M Ada 
di 
ma. 


$5 2:88:28 (12) 和 (1413) 是 可 以 直接 求解 的 ， 例 如 从 (3 的 第 
二 式 得 到 
We 一 Ca6 
代入 第 一 式 得 到 


da 
di 


Mni ay — C48" H- ogte?t, 


— Ap; te, 
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gh jg e 
we 6 us) 
RREH, EZREN EA REM AEA bE NL et 的 计 
TERAH, 这 里 的 几 达 式 民 了 DD 是 一 个 理论 的 公式 , 在 线性 系 
统 理论 、 控 制 理论 、 稳 定性 理论 研究 中 是 十 分 重要 的 ， 全 ~ . 


3 85 
1. & A RI B JEBIA- SE BEANS a KE 
AB—HBA, 
求证 css 一 eeep 一 org 


Am 78 
3. &a-( 2) 
WR o“, 


A4 0 
3. ib.A- 
设 a » 


H 41.44 是 方 阵 , 试 证 


ehh D 
“一 (etat jt 


4. TUB et! 求解 下 列 常 微分 方程 组 ; 


$5 L9 p ay, 
1 di 
d 
dich 
ia —z-c goi, 
2) m(Q) =z, y0) =Y, 
wa -y+ 
P . 


B. Wen EUER 4 BUEHERDS M, Aa ces Am RIE e^t 的 特征 根 为 ex 
gh, nes, rnt 
EITTTTTYS DIT 
dæ =A 
q 4s 


BARR oGos0) FiES RUBEEUAESUR IUE 4 具有 形状 如 Ei 


征 根 , 其 中 让 是 整数 ,六 0 
7. EWE =E E PaE 
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W pO 是 常 微分 方程 


dac 
dr Ae 
的 解 


$2. 常 系数 线性 微分 方程 组 的 求解 


我 们 在 讨论 e^' 时 已 给 出 一 阶 常 系数 线 任 微 分 方程 组 


M 
Wi 4T (D 


的 求解 公式 , 其 中 4 是 % 阶 方 阵 ,w 是 % 维 向 量 ， 本 节 给 出 它 的 
一 种 具体 求解 方法 ， NI RERE IRE ZA, 党 利用 绑 的 表达 式 讨论 方程 组 
(也 的 解 在 二 > 十 co 时 的 性 状 . 

BHE ac —O 是 方程 组 (1 的 解 , 称 之 为 干 风 解 ， 我 们 要 给 出 
方程 组 人 的 非 平凡 解 的 求解 方法 ， 

首先 , 可 用 欧 拉 指数 函数 法 的 思想 尝试 求 方程 组 恺 的 形状 如 
e—he" gy, Jogo RE A 都 是 待定 的 ， 将 它 代入 方程 组 
(DD, 并 消去 因子 e, 就 得 到 

Ah- AR, 


因此 ， 我 们 证 得 
定理 1 当 自 仅 当 入 是 4 HHE R 是 方 阵 4 相应 于 入 的 
BEHER e= -he (h 0) JE TERR B OD B f, 
G 试 求解 方程 组 


解 ” 这 时 


"mE S 入 一 二 Met, 
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矩阵 4 相应 于 各 一 的 特征 向 量 a-(? E 


1 1V/h 0 
aun (s 人- 人) 
所 以 如 十 加 一 上, 车 Aa 1, hi- — 1, B NEXT 
me — 0210, y 6,6 


ROUEN RE, 
又 矩阵 4 相应 于 hs 一 9 的 特征 向 量 s- (7 n 


Q 1 fi 0 
a-De-[5 3 .)- C) 
1 
所 以 ga-—9. 因此 ( 3) 是 相应 于 特征 人 2 的 特征 向 量 , 面 


m—0,9 4-0 
也 是 方程 组 的 解 。 所 以 
tp» c — oet. 
gy — g 
是 方程 组 的 解 , SAMEERA a 和 ca， 
LAE 2] 求 方程 组 


da 
了 2 十 多 o 
S Ls 

的 形状 如 Re 的 解 . 

解 这 时 
4-( 2 1), 
-1 0 
它 的 特征 方程 是 
14 一 XI| -| | -23—214-1-0 


TESLE 
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所 以 和 -1 BER ERER, 
再 求 4 相应 于 X=1 mitis a (7 J 


azaoa 8-0) 


所 以 &-( 1o. 
Ep a 是 任 一 不 为 0 的 常数 ， 因 此 


a-e|[ 1e 


即 =e, y= — ef 
是 方程 组 的 解 , 但 这 里 只 含有 一 个 任意 常数 01, 不 可 能 表示 方程 组 
的 全 部 解 ， 

定理 名 设 % 阶 方 阵 4 存在 ”个 线性 无 关 的 特征 向 基 乱 、 

ha, Ba KRIE TREI Au Me Au, WR 
qr — ehet tehat enta (8) 
d Jr 8828 起 的 全 部 解 ,其 中 01 0s, ro, Tem TEES A. 

注 ， 代 数学 已 证 明 ， 当 方 阵 4 B m4 RRUETECELORTR III, E 
”相应 的 名 个 特征 向 基 是 线性 无 关 的 , IN UC, 如果 方 阵 A 的 4% 个 特 
征 值 互 不 相向 , 那 末 方 程 组 (的 解 可 用 公式 (3) 宪 示 . 

证 容易 证 明 (3) 记 表示 的 向 量 信 防 数 是 方程 组 (四 的 解 .我 
HREH, WE zwo( 介 是 方程 组 (1D 的 解 ， 闭 末 必 存在 个 常数 


. ael, we 0 使 得 


Wo ltd) ze] Ret oo het + -+ eost, 
即 (3) 表 示 ( 了 DD 的 全 部 解 . 事实 上 , 由 于 Fe Rus e Rs 是 线性 无 关 
的 ,对 于 wo) FE t=O 的 值 wo(0), 存 在 马克 son, 使得 
| Eo oC0) E EE t+- -十 oR 
那 末 解 mo Ct) RUE ctae Cohn T --— Lou 在 #0 处 相 
55,3818 8 1 的 定理 1 得 到 ， 当 -oxic 时 ， 
tod) metet chhuent tt oR em 
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定理 证 毕 ， 
例 2 中 的 4 不 存在 两 个 线 狂 无 关 的 特征 向 量 ， 因 也 方程 组 

(2) ROSEO TB FH (3) JE ER. 

.— 现在 讨论 一 般 情形 下 方程 组 (1) 的 解 的 表达 式 ， 我 们 已 经 知 
道 ， 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 当 特 征 根 为 五 重 搬 时 具有 形状 为 
e" ie e P7 pip. EEG, RIRE, 24 As 4 的 特征 方程 的 
重 根 时 , 方程 组 CD E T GE Mn. Re PERPE, VE TW SEC TELA T 


2 Spe (4) 
的 解 ,其 中 pO) RE t BILE XE SUR 
D f 

PCE) 一 Go -r H q pr U e (B) 


这 里 do, 0... n dE ss HEIRAT, 至 少 有 一 个 不 为 如果 a0, 
PH ERAS IA PORKE k ips Op-£. C po =A 
时 , 它 是 零 次 多项式 ， 

不 难 验证 , 24 ELDOR POMA WERZA 


Ap(D zXp(O) 十 -人 pn) (6) 


DRESS IJOR IIO NEGO DA i KER 
向 量 系数 , 得 到 POAN JE 240] 9 22 
dtt. = Atip, 
Att, =A + 05, 
æ £f, (7) 


At, = Aty H Gy, 
" 得 到 下 述 结 论 
| T 那 术 入 是 A 的 特征 值 ,mo 是 
ANENE t0 
2° WE p() =a 1 Tees d A d EX 


ot Sua 
ARG) E ap, =M TEEST T. d E 十 … 十 tp_1 A 
和 也 满足 关系 式 (6). l 


pr A 


pn kitten FERRE "o 421 
因此 ,如 好 ape" 是 方程 组 他 的 解 , 那 未 
IPG) m 
Ti 


HEA RES C B E 
3? HUE p) m Xd ESO, av 0, WR 


Uo, Hi, cn, Gr 


p~ 
" APO, PO ..., p00) 
是 线性 无 关 的 ， | 
T, WEEER, 就 存在 bol 个 不 全 为 0 的 数 
toa," 0g TERR 
Alot 0545 tt ort —0, (8) 
以 eg 35 (7) IRIS 3X. oa SE CT BIS DAL, n, og XE CD) IR RM 
式 , Jp . . 
A (nofo tatt taag) 
= (aoto torti t = Hapy) A+ 050977 e Hoyt a, 
注意 到 (8) 式 得 
:cut oadit+ + oly = D, 
和 镜 用 同样 方法 , 逐次 可 得 
l diot astat e+ ga O, 
Opio t at= 0, 
. | ato, o 
由 于 西关 0， 由 上 面 最 后 一 式 得 we 二 0， 代 入 个 数 第 二 式 得 
ori 7D, 这 样 逐次 可 证 
og— O10 0 ~ 0, 
EB PE SEES EISE 是 线性 无 关 
的 . . 
代数 学 上 称 适合 关系 式 (人 的 ao diea A 相应 于 和 的 
ERAR RIRS ON 4 AATE A AE RRS 


c 
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LES - 
”例如 , 对 于 方程 组 (2)， 


Ga o) 
A= » 
—1 0 
i ; 
% 一 1 是 它 的 二 重 特征 信 . sen a-( 1 十 和 相应 于 一 - 


1 前 特征 向 量 。 并 且 只 省 这 一 个 特征 向量 . 为 求 方 程 组 (加 的 解 
我 们 再 来 形状 如 


æ 1 ha 
(Ae) 
的 解 . 把 它 代 入 方程 组 G 得 到 
hait 1 — 954 ha, 
ha— i= — h, 
所 以 - Aa AS 1, 
若 取 加 =0, 那 求 h—1. A 


( j' 1y [tvi 
aj C2) 
是 4 的 相应 于 imd 的 一 个 循环 向 量 系数 多 项 式 ， 当 1-0 Bf, È 
1 。 
a(g jms A 相应 于 A1 的 特征 向 量 [ ettet, pra 
多 一 (6; cat 1) e, 
y= (—ei—est)e 


是 方程 组 (分 的 解 . 并 且 对 于 任 给 to vo, RMIT 可 以 选择 ea 和 a 
使 得 


te= tt ta, Yo™ —€1, 
所 以 e= — yo, Ca=totyo, E 
e+) GIE, 
- y= Y — (2o3-o)te . 
nm So, 90) 为 初 值 的 解 ， 


$9 常 系数 厂 往 油分 方程 组 的 求解 128 
该 全 三才 了 明 。 虽 然 方程 组 (分 系数 矩阵 4 的 特征 向 量 只 有 


(. 让 仔 它 有 两 个 循环 向 量 系 数 的 多 项 式 , 一 是 零 次 多 项 式 , 即 特 
征 向 量 ( )s- (^) 它们 在 i 一 0 时 是 线性 无 关 的 。 W 


相应 于 二 重 特征 值 A-1, A 有 两 个 循环 向 量 系数 多 项 式 pi OM 
Pl, CITE 0-0 是 线性 无 闫 的。 剩 用 它们 就 可 得 方程 组 2) 的 
通 解 ， 

XB OD) ,我 们 可 以 证 明 下 述 定理 . 

定理 8 设 方程 组 (也 的 系数 矩阵 4 的 % 个 特征 值 是 A Aa 
ha 它们 之 问 可 能 有 相同 的 ), 敢 末 存在 % 个 循环 向 量 系 数 多 项 
或 CIONCIONENE DIO LE B07 CUI P OO RRE 
389, 3E B. 7L PRA CL) IO MER CR OU 


æ= z cg, (Det, (9) 


其 中 os en 是 到 个 任意 常数 

ik. AA nes 是 方 稳 组 CL) 的 解 , 所 以 p) J& 4 相应 于 
的 循环 向 量 系数 多 项 式 ， 该 定理 表明 , 尽管 4 的 不 同 特征 值 的 
个 数 可 能 小 于 ny 但 是 %* 个 线性 无 关 的 循环 同 量 标 数 多 项 式 是 存 
在 的 .我 们 还 将 证 明 , By 如 的 次 数 小 于 特征 慎 xy BU n. 

为 证 明 该 定理 , 先 证 明 下 述 引 理 . 

HE Epp n TOP OE RUE P TR a An 
Ma 是 常数 , 部 末 一 界线 性 常 微分 方程 


a - Axiiyd-qu)e^t-F --- o eA 


的 解 可 表示 成 

qi in et 二 二 tet egt, 
AB o ERAEN, UO G-1, 2, HEt 的 多项式 ， 当 MA 
Aui Bb, Jn CO BE UO v, 等 于 o ORDRE Ops 当 为 一 Xe Bb, 
J;G) BR XO, — 8p, 1, 
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如 (e Meta 一 3 p; (£) gos hn 
两 边 积分 得 对 . 
ey eem qiue m di. 
z A= Àg Bj, 
| o coh aio [o oai (0, 
而 T Apti; 25 A4 Aa 时 ,运用 分 部 积分 法 可 得 到 
f P (Ejga d = VACS T adii 


Wj 2 如 一 9. 引 理 就 此 得 证 ， 
定理 8 的 证 明 根据 代数 学 的 许 尔 (Sehuz) 定 猩 ,存在 满 秩 线 
HEER e Ty, 它 将 方程 组 CO HEN 


a =THATY, — (10) 


而 TAT 是 下 三 角 阵 ， s 
dy: 


= Aa, 


di 
dus _ 
ru Paata an 


Mrhbuuhrapanus 


d. 一 miyi Hbro t BA, i-i ffs. 1 afa, 


这 里 Aa Aa AS 是 A 的 特征 慎 . | 
方程 组 (1 可 以 从 上 到 下 逐个 求解 .由 第 一 式 得 


ga 01e ^t, 
代入 第 二 式 得 | 
e mE "Es Lo base Dag, D 
根据 引 理 知 9a 019a (2) £f Hea, 


其 中 paQ JE tAE, Mp MAia W] 09a 0, M Amia 叶 ， 
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Ops — 1, 如 果 已 经 解 得 1h, Ya, Ut, Vy 
y=, 
3a = (Cai E eee 
Jy Cip (1) €^ A Capra (0) P1 H ee, 
而 pu( 人 的 次 数 apu 小 于 和 在 和 .wm 中 出 现 的 次 数 . 把 它 代 
入 第 十 1 个 方程 得 到 


di k Pim 
E Arpa t 2 Pr DEF, 


其 中 Pu D IER Prs 小 于 My 在 Ma As. rr 各 中 出 更 的 次 
数 . 根据 引 理 得 到 
ET 2j €; Py 1, e+ e unt, 
其 中 Apna m Puta tA Q3 Mua 时 ) Aperis = Apea Q8 A 
hep Bj). PTDL Opa 小 于 AGE, aL Agi 中 出 现 的 次 数 ， 
因此 得 到 | | 


y: (1 0 . [o 
ya ERCQ Pa (t) g^ 十 oa 1 ent E Fes E t 
: uo [5 : of 
Yn Pai (£) ” Paa (1) 1 


其 中 Opi, C) 1, 2, Ši; k=l, 2, 加 小 于 Aj 在 各、 Aa. 
c 中 出 现 的 次 数 . 于 基 方 程 组 (全 的 解 可 表 成 


1 0 
æ= Py =T 9o e^t E ey L 
"NO pu 的 
0 
4p od J ^t | (12) 
1 


RERO — m—epiO)eespa D) evt + onpa Oe, 
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P PORRA TREE 和 的 重 数 。 并 且 由 (12) 得 到 
det(p.(0) pa(0) = p.(0)) 


! 0 


* 


—det 4 =de T A0, 


i 
所 以 p.(0) ps (0) 、…、Pps(0) 是 线性 无 关 的 ， 定 理 证 毕 。 
由 定 者 8 的 证 明知 道 ， 如 果 入 是 4 的 1 重 特征 值 ， 那 未 相应 
于 入 的 循环 向 量 系数 多 项 式 P(D 的 次 数 上 小 于 1， 设 PP 如 (5) 
所 示 , 那 末 成 立 着 等 式 (7) ， 它 的 每 一 行 都 是 形状 
A£2 (A-XD£ = (3) 
区 线性 代数 方程 组 。 我 们 应 给 出 它 的 可 解 条 件 及 解 的 表达 式 ， 以 
便 在 依次 求 Gote A 时 加 以 利用 。 这 种 求解 方法 称 为 待定 向 
车 系数 法 ， 如 果 到 某 一 步 发 生 可 解 条 件 不 满足 , 就 说 明 循环 问 量 
系数 多 项 式 前 次 数 不 能 再 高 了 ， 为 了 理解 这 种 求解 方法 的 具体 过 


程 , 我们 看 一 些 例题 . 
L|) 3]. 求 常 微 分 方程 组 
| TEL aye, 
ms = ty H 23 — 25, 
的 通 解 . 


NO ”系数 矩阵 4 的 特征 方程 是 
| A—AI|2—A (A—1)*—0, 
TUB ETHER 24-0, A= hl, 
由 于 知 =0 是 单 根 ,4 相应 于 A1-—O0 的 特征 向 量 À 满足 


0 1 A/h 0 
HE r Ho) 
O 1 ,1JÀh,] oJ 
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即 加 十 如 一 0 而 十 ia 一 入 一 0， 


P 
因此 及 一 3, ham —1, ha 1 EER- IER, BR (=): A Ry 


- 


是 微分 方程 组 的 解 , 其 中 a 是 任意 常数 ， 
HTF mhi, CNE 4 的 二 重 特征 值 ， 
这 时 ,方程 组 (如 是 


-11 Ié 7h 
| "i -ls H M | 
0 1 0 £s Tis 


m 一 点 十 名 十 如 一 7 
l 6163 Ta 
Yo — 7». 


特征 向 量 ,而 


它 的 可 解 条 件 是 | 
， mty naa 6, 
先 求 对 应 于 Amis lH) 4 的 特征 向 量 qu， 它 满足 


—11 1 0 
| 109 e: 
01 0 0 
! ` 1 
显然 «(^| 
1 


是 A 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
BK e, 使 得 
有 (三 Go 十 4: 
是 4 相应 于 1 的 第 环 向 量 系数 多 项 式 , 这 时 e. 应 适合 
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-11 1 1 
i90 -ile-|oi 4) 
01 0 1 ME 


右 端 向 莉 满 足 可 解 条 件 
Thi 327 2/3770, 


Ü 
i = 1 " 
0; 


: f 
因此 ， cnr |] 
i 


JEURIREMECKGEO EON, HEARR U TERR 


t 1 
x= (esp sitire jd 0 je 
| T 1 


其 中 caf oa 是 两 个 任意 常数 ， 微 分 方程 组 的 通 解 是 


2 t i 
ax —cE—1]re[| 1 +e 90 [e', 
A d tj 1 


Bi w = 204 t (6st-3- 05) €, 
Ege — êt taff, 
Sg tit 《ost 十 Ca} 6f, 
其 中 eios 和 ce 基 三 个 任意 常数 . 
[8] 4] 求 常 微分 方程 组 


JF HOA BORTER 


mR. 
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Wo ”系数 矩阵 的 特征 方程 为 类 +1 = 0 所 以 A $E Aa 一 
都 是 单 重 特征 值 . WujE 4 7PEIBIDORERAE E 


m 
( = e, Fue) 十 cose, 
uy . 


其 中 him Al 分 别 是 4 对 应 于 特征 值 2 和 — 9 P RAE DIRE, es 
和 ca 是 两 个 任意 的 复 常数 . 
从 Ah,-ih, 23384 -— 


0 i), 
- ;J* —dh, 


BEDA Ram (T |E A tiem toic me IE 
A 对 应 于 特征 值 -的 特征 向 量 。 所 以 ,微分 方程 组 的 通 角 是 


ET 

9 — eie cole, | 
其 中 心 和 cs 是 两 个 任 党 的 复 常 数 . 如 果 要 找 出 方程 的 实 解 ， 应 
SUB OSHO, y) my, HD 

C16 -H Cae" = ciet + aet 
—€.de Ht cule?! = orie't — cadet 

有 从 和 而 得 到 cre, e cm (LAB), Hep A 0 B de gj d dE 
意 的 实数 , 那 末 

æ= A cos tt B sin 1, 
g*- — À sin t--B cos f 

是 微分 方程 给 的 实 解 ， 

一 般 地 , 如 果 方 程 组 人) 的 系数 矩阵 ARAH M AAA 
特征 值 matig 和 3 —«—48, XB a ftl 8 E SCR, 8-0, 那 末 方 
程 组 由 共有 如 下 形状 的 实 解 ， 

a =e" (p (!)oos Bit q (D sin Bt), . G5) 
LUE IOLUPIOESES- t ARRESTAR, 它们 的 次 数 小 于 和 
的 重 数 . 


130 第 三 章 线性 常 微 分 方程 组 - 


解 (15) 的 形状 与 % 阶 常 系数 线性 微分 方程 实 解 的 形状 类似 . 
不 同 之 好 在 于 (I 司 中 的 向 量 系 数 多 项 式 n CO f qOO HU T3 Bl 3 c 
需要 利用 微分 方程 组 来 确定 ,而 对 于 % 瞧 方程 , 包 项 式 p( 引 和 9( 旭 


的 系数 是 任意 的 实 常数 . 
[B0 5]. 求 常 微 和 分 方程 组 


m = — dg; + wt Beit 204, 


F = — 2t — ta tH 225, 


T = — Hg, ttot tyt 22, 


da, 


di cp oo 83 — 94 
的 通 解 . 
Eo ”所 给 方程 组 的 系数 抱 阵 是 
—4 1 8 
—2 -1 2 0 
A= 
- —3 1 2 2 
. 1 0-—1-1 
ENGL IE ET o. 
—4—24X 1 3 2 
一 全. —1—. 32 0 


AAI) 一 
| 1 sa 9 


1 0 -1 si-a — 
上 式 中 揭 第 一 行 减 去 第 三 行 , BRA 2 加 到 第 二 行 得 
—1-A 0 i+à 0 


0 一 1 0 —23—2X 
一 3 i 2—4 2 ’ 
1. 0 -1 —i-A: 


上 式 中 的 第 一 列 规 到 第 三 询 ; 第 二 列 乘 以 一 2 加 到 第 四 列 得 
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一 1 一 多 LU 0 0 
3 0 
i 0 0 -t-A 
He 4 的 特征 值 是 一 1, 并 县 是 四 重 的 . 
这 时 方程 组 (13)， AEn 是 
CAE. £s 363 2E. =i, l 
一 251 t 25 - Nas | 
| 16 
—3£1-F £a4d- S£. t 264 — m5, 、 ) 
Ei EEn 
它 的 可 解 条 忻 是 
Yh 7778, at 25, —0, a7) 
如 果 可 解 条 性 成 立 , 方程 组 416) 的 解 可 表示 为 
E= Estra, 
Ea= — Déat 0-904, (8) 
其 中 如 .各 可 以 是 任意 常数 . 
先 来 确定 4 的 特征 向 量 au, 3X EE 0-0 ERT, M £L 
=0, ts 一 fü £41, £,—0, 得 


1 9 
D —2 
i 和 和 0 
a 

“都 是 等 征 向 量 ,分 别 记 为 al 和 a, 


可 分 别 就 吗 和 可 决定 方程 组 (中 的 e. U n-a; 时 , 方 . 
程 组 (16) 成 为 4_;91=q3， 可 解 条 件 (17) 满 足 ， 所 以 在 (18) 中 取 
人 一 上 一 月 时 得 £170, £21, Bil 


I. 
j= 


ec 5n 
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i. 0 È 

: 0 1 i 

px E PI) = 1 éd 0 一 
0 ü 0 


JÉRRIREOEGECARDSDGA. BAHTIC, EN 7-a, W 
未 可 和 解 条 件 忆 7) 不 满足 ， 所 以 对 于 e, 循环 向 星系 数 多 项 式 的 次 
数 小 于 2. l mE 

M y= m, JBIBGO UR 4. -a, RRON 
E, 所 以 在 (18) 中 取 £8 — £,— 0, 18.8] £1— 1, £33, RI 


1 
. 18 
m= ol 

0 

0 1 i 
—2 8 3— 1 
他 二 i 一 

AH Eat) .0 + ol 0 
0 i 


是 循环 向 量 系 数 儿 项 式 ， 然 后 , 对 于 方程 组 (10)， 若 取 n —ai, 35 
末 可 解 条 件 (ID 不 满足 ， 所 以 对 于 码 , 循 环 向 量 系 数 多 项 式 的 次 
数 也 小 于 2. 


HT ORI RACE noU gun, BU ap OD 也 


是 循环 向 量 系 数 多 项 式 , 并 且 由 于 一 
Hu : ! qoi 1.0 
(p. (9, dp.) 1 PaO), apo) 2 1 0 P í 
0 0 0 


PITARKA 1:30, Br UL 


$2. XE MENS deg 183 


x= (op. (f) -Hes Jp D i io teapa) top IA ) e? 


i 1 i 0 
il [9 pL 8-2: | | 72 der 
—4n . ë 
Aa lrA] o ^| oji? 
Q 0 1 1 
E 出 1 一 (of+ Cat Eg) e", 


Ba = (C,H S08 — Beat — epe t, 
ga — (attene, 
$4 — (eat tH 04)67* 
Jé f TERES RR, 其 中 ooezsoa 和 oa 大任 意 常数 ， 
BPZ, 当 特 征 值 的 重 数 为 4 时 ， 循环 向 量 系数 多 项 式 的 次 
数 可 以 小 了 于 3， 而 是 1; 并 且 具 有 两 个 特征 间 量 向 , 0, 2, 0)" 和 
(0, —2, 0, DF, 
下 面 的 定理 给 出 微分 方程 组 全 的 解 当 t-» 十 co 时 的 性 状 . 
E34 如果 wm 阶 方 隆 4 的 特征 值 A 的 实 部 都 不 大 于 o, Bi 
ReA,xatj—1,2,--, n), WHE Hel —a 的 特征 值 所 对 应 的 
MERRE 系数 多 项 式 的 次 数 为 0, 那 末 必 存在 正 数 M0, i 
于 方程 组 (二 的 解 W0, TEA 
BOLSA IO (19) 
在 Ü«t-c-boo 中 成 立 。 特别, 如 果 4 的 特征 值 A, 的 实 部 都 小 于 
a, B Be Aa j- Í, 2, =, n}, MECR. c 
OE 根据 定理 3， JD AUR 2 人 可 表示 成 
a - epi (D e*t Pes po 2) et P es pa Ce", 
因此 un | | 
æ (0) =e pi C0) Hepa (0) + i Rep.) — 
či 
Ür 


= (p00) PO e pO» E 


Ca! 
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著 记 P(O) = (p0) paQ) - £400), MF pal), palt), .- 
p, (0) ERETTA, rop PORKE PO AE, Di A 


2 =P (0)æ(0), 


PC 
gw) (piCOe pie o pO) P7 (02 (0), 
(20) 
Bk pg.0De7U. 如果 Rea, IER Re 入 一 ga 过 0, 而 
Ip; (fer*|e = pC) jee, 
M i 十 oo 时 上 式 右 端 趋 于 0, 所 以 它 在 0<1<< 十 oo 中 有 界 , 即 
存在 常数 MIS 使 得 当 0<E 一 十 co Rf, 
[PDA t M, 
即 Bp, (Dep M get. l (21) 
如 果 Re 入 一 a, 根据 假设 p, (人 的 次 数 为 0, Bl p, G) —p,(0, 
因此 当 O«ct-- co 时 ， | 
iD (tjet r = ip,(0) [e*t — M e", 
这 里 已 记 M;-]|pQO»]. l 
这 就 是 说 ,对 于 j—1, 2, ^, m PERA (OD JR Y, 
从 公式 (32 只 有 
lae CO «T Ops CO e^! palije Bole 
«| P7(0)- 120) |. (225 
但 根据 不 等 式 (21), 25 OREL 十 co BT, 
IG. Bert paCOe^t --- m De] 
- | piCOet I p (De? 
MIT MESSER MIU 
车 记 M = v Mit Mgt MPO), 那 来 由 上 式 和 (32 得 到 
[2 CO | « M Jac CO) e 
在 0<t 过 十 oo 中 成 立 ， 
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根据 定理 上 可 证 明 下 述 定理 : 

TH G ix 4 的 特征 慎 为 A, Aa, =r, Aa, 那 末 

1? 方程 组 (1D) 的 任 一 解 ac (0 E 

limw(t) -0 
的 充 要 条 件 是 
Re3,—0 (j=1, 2, =- n) 

2° 方程 组 (D REE wE Ost« roo hA RE 

条 性 是 
ReA,«0 (j-—1,2,--, n), 
并 且 当 Re^,—0 时 0p,70; 

8^ 方程 组 (了) 有 在 0<t< 十 co 中 无 界 的 解 的 充 要 条 人 忻 是 : 
存在 和 使 得 Re 24,770 或 者 Re A,—0 而 0p,770, 

如 何 决 定 n, 的 次 数 Op, 呢 ? 它 与 方 阵 4 的 性 质 有 什么 关系 ? 
定理 8 仅 指 出 Op, 小 于 和 的 重 数 .为 了 完整 地 回答 这 个 问题 ,我 
们 来 讨论 它 与 线性 代数 中 关于 方 阵 A HIE (Jordan) 标准 型 理 
论 之 间 的 关系 ， 

线 件 代 数 中 证 明了 下 述 结论 ; 对 于 方 阵 A, FEREN T, 
使 得 TUAT 呈 若 当 标 准 型 

Ja 


sanpapansars 


0 0 -e Ay 
而 A, 是 方 阵 4 RIER s 不 大 于 M 的 重 数 ,并 且 
二 二 十 一 人 

如 果 纪 进 变量 变换 MEME 


138 (BE HBROGÓEG ，. 


[^ 


eet y rH 


$8. 
Wi yi (ff yb 9107, 那 未 方程 组 人 变 为 


了 L] 
SJ G-12, 9, 


即 
d s 
dui mer HP BE +a, mn" Pla c gl adu, 
(471, 2, ^, $) (23) 
依次 求解 该 方程 组 就 得 到 


yi = oie", 
yi- (dit eie, 


CELELTEEETEE 


({j=1, 2, +, s), (24) 


这 里 df C=1 3, =, np j=1, 2, --, 中 是 任意 常数 ， 如 果 置 
t 
qi(t) 一 
jui 
(n,—1)51 

那 末 yo D {a De 
是 微分 方程 组 (23) 的 解 。 置 

0 


pi -T e |, 


| 0 
其 中 eO) HCTAE 1 个 位 置 ,每 个 位 置 是 m 维 向 量 , IDE 
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-5:3 Sq 7—À SUB. gt (25) 

. um] j= 
Tr qug OD) 的 解 , 记 


pi) --S7 PD. 


3E 26 8 4. CL) 的 解 可 表示 为 
z- 3$ dpl(oe", 
XB 


det( pi (0)---pi, (0) p? (0) ---p;, (0) --- pr, (0) 
E! 


1 
— dei E 
1 


--deiT7' #0, 
因此 ， 证 明了 定理 3 AMAER 
定理 6 对 于 方程 组 (了 ， 存 在 2 个 循环 向 量 系 数 冤 项 式 
- Bi(D(j-1, 2, 3 2, -e n ERARADO HRT ER 
F . 


z= dieses 0) 


jme 


其 中 ei (1-1, 2, ,j-1, 2, ， *, X) 是 任意 常数 ， 并 县 
PON f CE) d=1, 2, D" ml), 


O o Qn) 
E 
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O AFEA, dn" p(DJR 4 的 循环 向 量 系 数 多 项 式 ， 那 末 
SB C. REEN 0, 或 者 也 是 4 的 循环 向 量 系 数 多 项 式 , 因此 , 定 


理 6 是 定理 3 的 加 强 形式 ， 即 指明 了 定理 3 中 的 p) G1, 2, 
,只 可 以 分 成 组 ,并 县 每 一 组 满足 关系 式 (27). 

反之 ,我 们 可 以 直接 证 明定 理 6。 因为 对 于 4 的 每 个 特征 向 

量 ai, ad, -—, at, 我 们 可 以 作出 与 之 相应 前 最 高 次 数 为 my m， 

ovn 的 循环 向 量 系数 多 项 式 PO), PE, s, PO, RAN 


这 些 循 环 向 量 票 数 多 项 式 的 每 一 个 ， 如 Pp!( 间 ， 取 KON 
TTO, e AVBUAGGRBRR MEER, N 8 EXP. M 


可 使 之 满足 (27》， 这 样 我 们 有 
Api QA pl O +P Gei, 2, e, %—1), 
AHO M pi), 
Md Api(0) —pi(O--pl(0 (-1,2,-.,n,—1), 
Api CO) —-A,pi,(0). 
又 因为 pi (0 —1, e, na j=l, -, 8) 是 线性 无 关 的 ， 从 而 构成 
% 维 空间 的 基 向 量 ， EKETE A 呈 著 当 标 准 型 .所 以 定理 6 
既是 方 阵 4 的 填 当 标准 型 定理 葛 另 一 种 叙述 、 也 可 以 说 通过 定 
理 6 证 明了 方 阵 4 的 车 当 标 准 型 定理 . 


习 HH . | 
-L 求 解 下 列 党 微分 方程 组 ; 


DE E v+ Foetus 


dt * dt 
da dz 


5) -FE — Br By, Pua -5y, D oos y " 
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6) Sas Ily - 6, ae- By 4g 一 一 了 十 30 
7) 4 r+y=0, yt sD, LETE 

85 AE ces y-- 3g, ^ =— g- 2s, JZ =s; 

9) ayt o 用 st iz + dz rcly; 
10) 3 Zr + Ty +r+3y=0, 2 x 十 d T rd-Ag-- 0, 


2. RAA B EMT n A det 和 4 二 0, 斌 讨论 方程 组 


dæ 
A 一 一 -十 五 三 一 
di +Bx=0 


的 求解 方法 , 并 给 出 它 的 通 解 表达 式 ， 

3， 试 讨论 党 系数 莽 分 方程 组 

x(t-15-—4Àx0») C=0, f, 3, ---) 

PRR AJE TERR HELD GEI SX. 

和， 利用 定理 3 uEPHZ: T2:H QD VL ET [E] SL E (2 7E B n —.. 

5. dE piOD, (Ds oo Bo 人 是 定理 3 VR EPHRERETU REOR ICA DG, nC 
是 方 阵 A 相应 于 特征 值 GESA BERI AOTDA, 试 证 pf 的 可 以 由 iD. 
pis Da GG) 0E HERE Zo, 即 存 在 常数 ct, es, ce, o 使 得 


PIC 2$ epu, 


并 且 当 AEA 时 ey, 
86. S 而 人 ,25 站 ,gatt) 是 方 阵 A 相应 于 minas. 的 循环 向 量 
系数 多 项 式 , 试 证 ; 表达 式 


a Pieg De Ceren on 是 任意 常数 》 
构成 微分 方程 组 


d* ax 
di 


通 解 的 充 要 条 件 是 (00 a0 、…、9st 中 线性 无 关 . 

7T. RA RDE A 的 下 重 特征 值 ， 又 4 相应 于 和 的 特征 向 量 有 名 个 是 
线性 无 关 的 , 试 证 : A 相应 于 * 的 循环 向 量 系数 多 项 式 必 是 特征 向 扯 ， 

8. 设 方 阵 A 有 s 个 互 不 相间 的 特征 秆 Bauen. sas EMAA S 
Jg nnti rub nad bmn, 如果 pa pa Q0) sc. pa (REA 3B 
应 于 on, 的 逢 环 向 量 系 数 各 项 式 ， 旦 pat. PaO) e ns 0 是 线性 无 关 
的 , 试 证 : 表达 式 
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æ= Kerpa) Hepa) 3-7 Em Bn 
构成 微分 方程 组 
xs Ax 
| di | . 
的 通 解 ,这 里 cz 全 一 了 2, o, na j=i, 2 oy DEn ACER 
9. 利用 定理 3 推导 % 阶 常 系数 线性 微分 方 轩 
d^r d^! 


diri 


oe 


的 解 的 表达 起 

“10. 利用 定理 3 VERS (Cay leg) -哈密 顿 (Hamillom) 定 理 ， 即 如 果 A 
En VL REA 的 特征 多 项 式 是 

[AL A| =A HAL p net ns 

那 末 At taAa Mm, 

li. 设 unin spa 是 互 不 相等 的 数 ， aO qo og, $ By 
系数 的 和 多项式, 试 证 明 

- en (e^t Fai COD)e^st 3- m" 


的 充 要 条 件 旺 
. qi =0, da) -0, Tg qu =0, 
12. Wit. —EHRAZERUB 


D =ar tby, 
dy 
qr atiy 


Hg xG) = Eeh VONE 只 能 有 以 下 两 种 形状 : 
1° (f) e hii eae, 
2* (D = [éd oht+ bo) Je, - 
并 说 明 上 述 记 号 的 意义 以 及 1° 或 2 加 成 立 的 条 件 ， 


§3 线 性 微分 广 REB ICE A 


ienen mn | ZEN Z2 

| DecAQerfO, MN oD 
假设 AGE m 由 方丈 全 的 基业 SOn HIVE DECR GG, 它们 
ERR ecl8 内 是 连续 的 ， 
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当 AORE REEN, 我 们 一 般 不 能 用 初等 方法 求解 (DD, 
因此 就 产生 关于 方程 组 (了 的 解 是 香 存 在 的 问题 . 为 拒 该 问题 明确 
Jh, HRE 如 Ela, B) TIL o ERE wo, 试问 是 否 存 在 æli), EE 
KH aci 内 是 连续 可 微 的 , 满足 方程 组 (TD) 和 条 作 

æ (fo) 一 wo。 l (2) 
BEERA AAR, (o mo) REOR d&, (Dre ERR. s 
A(£)zA 时 ,我 们 在 $1 已 证 明了 满足 初 值 条件 的 解 存在 且 肉 一， 
它 是 通过 解 的 表达 式 证 财 的 . ALT SOSBOTEER CD, 我 们 不 能 水 
出 解 的 表达 式 , 但 能 证 明 下 述 定 理 .。， ” ，. 
定理 Epid 3 E An HER RF CORE C 
e-ciB8 内 是 连续 的 ,加 Eee PA n PEU EE wo 是 给 定 的 ; HIDE E 
区 间 e«£« B8 Vy 2738 88 CD) Zr TEE — HE oc (E) E JE HAST] (2), 
证 我 们 将 采用 逐次 近 近 法 这 沾 有 用 的 方法 来 和 进行 。 该 方法 
在 第 四 章 中 还 要 应用 , 它 还 可 用 于 数值 计算 . 
第 一 步 , 证明 方 程 诅 (也 初 凸 河 题 的 解 等 价 于 积分 为 程 组 


的 一 aa 二 | {4G) Hf) ds (3) 
EE. SUELE, 如 果 ae (D RARA CD BR 
HSAOL, 
从 to FI E BUA ERPINA 
ze) mf Oæ 
SANAE QDACIEBI G). 反之, 3 (3 (B) WER A tto 
Rt (D. ih eO. FC), AC EH, PELO BHRAGTT 1 EE 
PDT REDE RIO TO ES 
第 二 步 , 未 次 定义 ao (0) as (0) 77 m) ond Fa 
l Xalt) = fp, 
显然 它 在 a<t<8 内 是 连续 的 ,因此 
的 wo 二 | Gao IOE 
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在 <t<B 内 也 是 连续 的 ,定义 
æt) =e | (Aa; (5) -f (s))ds, 


TUE ecicB 内 也 是 连续 的 . 加 果 已 经 定 PES TON TONES 
wx 人 ,我们 定义 


NOTTE f VIOLNORSIO0)LO W 
它 在 oic B 内 是 连续 的 . 

第 三 步 , 证 明 尚 贡 俯 画 数 序列 mo CD Lan (0). E XE 
区 间 oci 8 内 内 闭 一 致 收效 ， 即 对 于 任 一 闭 子 区 闻 [a, 要 
(a, B), 4 b — oo 时 a COE Do, 如 上 一 致 收 全 ,或 证 明 级 数 

ot) + RA) 一 于 亲身 ] 十 十 Ea E) — m, 0) ] m 
在 fw, Eaka. Wie, SIX dA H pa (O —ane (D 1s ns 
[ar E —ER)l; --. dd M -max|A(01, 那 末 当 aeisb, 

læ) -æi i= | CAD mo f a| 
<M- pal - È asi fedes | 
«M iai (b-a) «f HOLA 


ig N= M [zo] (5 —2) + (f G) ids, BKH ate 时 ， 
[4:00 — ao (0 iN. (5 
EROL ws( 办 的 定义 得 
wa) -a (=| 4G {e)z ds, 
所 以 当 a«i«b 时 ， | 
eic) «E. AT wi) — me C2 ae|, 
TS (D 48, 24 acte 时 ， 


le 6) ce COEM (C N dsi 


[MNT Sp. (8) 
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再 由 《6) 和 等 式 
za) -wE | AG) (2) (s 
得 到 当 asid 时 ， 
las) ~ei MeN] f 一 tolde | = Are to)’, 
如 果 已 经 证 明了 , 当 osish pi 


[an (0 — 8 4 (00 | [Emt t, e 


a- 3» 
HUKHEX C(t) cm) - J, Aimo -ær (5) )ds 
得 到 , 当 a«t«b 时 ， 
jæ Oei | «M fi [ans (5) — a (8) ia 
MN " 
«per h, elas], 
所 以 当 ats b 时 ， l 


TROR TOIRE 


因此 , TER HF k=l, 2, … M. ARE fup 自然 
数 m 和 YE Ls, 5], 成 立 着 不 等 式 v 


à le AOE E 


hr MUN b i—i 
" < > EG SQ 
. «Nem 9 
因此 级 数 
&o (2) + fac. (£) — 9 (0) 1 +t {NED — a0) 7 《3 
在 闭 区 闻 [4, 妇 上 是 一 致 收敛 的 。 由 于 [a, B] c (o, B) 是 任意 的 ， 
FURAR GOE, OPARIA, iste R A S (0, WER 
e (0) Xe(o, B) 内 是 连续 的 ， l 
第 四 步 , 由 于 当 Bor co 时 zs) dela, 0) E SORT eG), 
Bi EXE (4) y ps PUR E 
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& (0) esas lim | CL 4f 0) d. 
根据 一 致 收 全 性 ,上 式 右 端的 极限 可 参 到 积分 号 内 部 , 从 而 得 到 
emm {AES ds C9) 


在 iK 上 成 立 、 由 于 [6, b)c (a, 及 的 任意 性， 得 到 人) 对 于 
scc B 内 的 成立 。 这 就 是 说 ,积分 方程 组 G FER OER 
间 w<t<B 内 连续 ， 从 而 得 证 微分 方程 组 (DD 的 初 值 问题 的 解 是 
存在 的 . 


第 五 步 , 证 明 解 的 唯一 性 ， 设 (ORI e" (XE E S ect B 
P1J& 71 f8 28 CO EL RC, D 满足 初 值 条 件 (2) , BU 


OAE GG MfG, 
a =w (Genf. 
两 式 相 减 得 w0) -æi =| A) (eG) 一 ma， 
因此 , 当 asid nj, l 
æO oO NM) ec) -aolas 
OE N —maxiz(0 e (e j, RA EREN 


(0 


lec) —a^ Go MN LC ds | = MN el, 
把 它 代 入 (10) RAWE 
|a (5 et) MN 
逐次 进行 可 得 , 当 aect«cb Bf, 
de) —a (op Tti (poi, 2, -), 
4 d» too, ERARETO, 所 以 


-mo 
即 a^ (0) ma E asct«b 上 成 立 . (Bs, 1c (a, BRE RES, 


NOS | E 
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所 以 得 证 解 的 唯一 性 ， 


习 mJ 
1， 试 证 明 本 节 定 理 中 的 wz 的 和 解 ORETTE 
XO IOII «y Ure ol - ee gectecb, 


2. «E JOME GOD LH, EG, g Ost LES, AREA DT E 
证 明 Volterra 积分 方程 . 
MOTTO «fixe, s)z(s)ds . 
BIRTE EO LAXEHM—. 
8. EFG, xg astas, — comes 中 连续 ,并 且 存 在 常数 N, 使 
得 不 等 式 


ED. eN 
ch 
在 exte, — eo «4 ve PERSE, AER ERES 90 分 方程 
JE gy o) 
i E EU E ARE 
LIC = fo 


的 解 在 w<t< 有 内 存在 且 叭 一 ,这 里 和 E (a, 月 和 oo 是 给 定 的 . 
4. 设 pO a (Oa FOOXEJEBECIR] act 内 是 连续 的 , 试 卫 明 : 初 值 问 


二 
td) 
ECE =o, Eito c 
的 解 在 acti B 内 存在 且 唯一 
5. 试问 本 节 定理 证 明 中 取 [a, b]c (a, 各 的 手续 可 得 省 去 ? WERA. 
(6. dn MAE 4 人 9 在 <t< 有 内 连续 , 并 且 成 立 着 等 式 


Ac f A() ds e f : A(s)ds A), 


试 证 «=exp([ A(s)ds joo 
是 齐 次 微分 方程 组 f 

dæ 

-OE 


的 解 。 
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7. 用 两 种 方法 证 明 : 如 果 = 一 9( 扫 是 微分 方程 组 
-AE m As 
的 解 , 满足 e (4) 一 0， 那 来 当 a<t< 有 时 p=, 这 里 AOE, MA 
Si tec Ca, 有 提示: 考察 Sr Le CoL . 


$4 线性 微分 方程 组 解 的 结构 


本 节 讨论 亨 次 线性 微分 方程 组 
dac 
和 非 齐 次 线性 微分 方程 组 
OL EG, (2) 


的 解 的 结 枸 、 我 们 根 设 AONO 在 开 区 闻 a- PB 内 是 连续 
hg. 
一 、 简单 性 质 
1l. 显然 x—0 基 方 程 组 < 了 DD 的 平凡 解 ， 
如 果 下 一 Pp( 间 是 方程 组 (办 的 解 , VEFE toC (o, BB) 使 得 
-p(o =0, 
那 末 在 开 区 则 a£ 内 成 立 着 恒等式 
et) =0. 
这 容易 从 唯一 性 定理 得 到 . 
2. ik ”如果 æ=p OM 人 一 po( 间 都 是 方程 组 (DD 的 
BE, SUCK . 
gg = capa (E) t capi Ct) 
也 是 方程 组 (也 的 解 ,其 中 oa 和 es 是 两 个 任意 常数 。 
它 容易 根据 导 微 公式 ,代入 方程 组 (1 得到. 
出 这 个 性 质 推 知 ， 齐 次 级 性 微分 方程 组 解 的 全 体 构 成 一 个 线 
HESH. TARERE ntn. 
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根据 初 信和 闽 题解 的 存在 住 和 唯一 性 定理 ， 对 于 任 一 % 维 疝 量 
wo, 存在 齐 次 方程 组 CL) B E HORE m — 9 0) , i 

q (fo) — 2o, 
这 样 , 齐 次 方程 组 CD 的 解 全 体 与 % 维 空间 建立 了 一 一 对 应 , 并 且 
保持 线性 关系 。 这 就 是 说 , 齐 次 微分 方程 组 解 全 体 所 构成 的 线性 
空间 是 mw TON . 

BEN EELLOLELIAIOLS TIG A LEE BA O 的 
9 DUK 
æ — (t) — e(t) 

是 齐 次 微分 方程 组 CÓ 的 解 - 

事实 上 ,由 


O — Ay) 4- fQ) 
" Iho a TOT TORSO) 


HRRR LWO -HOA — 8). 


反之 ,如 果 ww 一 (如是 齐 次 方程 组 (了 0) 的 解 ， 人 一 上 人 从 是 非 齐 

次 方程 级 (2) 的 解 , 那 末 
æ= e (1) +) u 

是 非 齐 次 微分 方程 组 (2 的 解 

二 、 基 本 解 组 

假设 i (D, pD, i, p ORERE eB. HERS IS 
量 值 函数 , 如 果 存 在 7 个 常数 0s, ca …， or 它们 不 同时 为 零 ; 使 得 

opi (0) tops (2) t -+ e, (£) =O, (3) 

就 称 pD, ex (D, n, e (内 在 开 区 闻 a8 内 是 线性 相关 的 . 

如 果 由 (3) 在 开 区 间 a<t<B 内 成 立 ， 能 推出 = 一 … = 
07 一 0, 就 称 9100; pa (D, 7, pCO EREK. 

如 果 齐 次 微分 方程 组 人 的 个 解 
l gu), T= plt), s, B= qu 
在 开 区 间 o—1- 8 内 是 线性 无 关 的 ,就 称 这 ?个 解 os (D, esCD,- 
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m p DEJE EREA, 

定理 1 ° 齐 次 微分 方程 组 CI) 存在 基本 解 组 

2? "S5 eG, es), -, go 站 是 人 的 基本 解 组 ， 那 末 方 
FA CD) B FE — BER] 38 ON | 

Gm epa + Capa C) + -+ Oopn (0), 

其 中 en 62, ros 是 于 个 常数 . | 

该 定理 表明 ， 齐 次 线性 微分 方程 解 所 形成 的 线性 空间 是 %* 维 
的 

证 HER fE la, 月 ,根据 §3 的 定理 ,对 于 


€,7(0-- ie 0)*, 
存在 tep ORAA 0) 808, NEAR TE 
e, = (j-—1,2, =, n), 
现在 证 明 pa), PaE, c, 9 是 线性 无 关 的 。 事实 .上 m 
E . . 
O 093 (£) H- Copa (2) H dr epa (E) 50, 
WEH Eeto 时 得 到 
0191 (fo) + Caps (10) + ^ Feu pa (to) —0, 
Am (e1, Ga, ***, Ga) —D, 
BJ camem 0,0, EIU qi (2), qa), cn, p QOO ETE REA CD 
的 基本 解 组 .这 就 证 明子 1*7. 
Bokurgi2". Bux PLi, pol), eu PaO AR E A D) 
基本 解 组 ， 那 末 当 i 一 如 时 ,n HEDIE 
Palto), Palio), =, qao) (4) 
是 线性 无 关 的 ， 事实 上 ， 如 果 它 们 是 线性 相关 的 ， 即 存在 不 局 时 
为 0 的 常数 os, ca ts On, 使 得 
033 (£o) H0apa lto) + "+ orpn (to) -0, 
那 未 让 于 d = 0,93 CE) H Capa (£) Hre H Enpa (0) ETT R 2H. CL) ff fit, 
HERRIE EO essa Q) 十 epal "e regu) 0, 它 与 基 
ABRABBUTENDPIE. 因此, (4) E vs HE IRI SE 2s [RT y c. 
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AGE æ- pD RRRA, e Haga pu p hi 
Pili), Pello), u Palto 线性 表示 ， 即 存在 名 个 常数 G, Ce, n 
Cn, 使得 

qp 1o) = tpa Cto) Capa (to) Ho opa (fo), 
再 根据 唯一 性 得 到 
pE) 二 ca (E) E espa (D) + + oup D, 
它 就 是 2 ?. 

定理 2 QR de) XE EXE UOT RU OH- H p 0) ex), 
s Gu JETEUCIEREL CL BOREAS AE SIL, HIE EXE RARA A 的 
解 POTERE 

w= ih (P) emosqi (D) + spa (0) + -+ op (4) 十 名人， (5) 
其 中 os Ca, …', Ca XE EH. 

证 RERE BRER S, t= pO- Vo (2) E JE Uc E 

2B CO BU RR, PROC DE GE RUE 1, ZEXE es, Ca e, 6 WE 
vi CO — ro 0) =p) Hepa lt) He rop. 
AEREE, 

定理 工 和 2 给 出 了 方程 组 CD fü Or 基本 结构 . 

三 、 刘 维尔 公式 

假设 nC, Pa, c, S CO ERRATE ZH CO Bp m d 9 {不 
一 定 是 基本 解 组 ), 而 | 

a ea 6) . 
P) = pa (5—1, 2, =, n), 
AOT. 
3240103527 E . 
qui (f) Pil) c qua CO) 
MOR Qa() pa c qusQ 


quilt) palt) UO "NO, 
为 齐 次 微分 方程 组 上 的 解 方 隆 ; BRE PE O00 B1 XT 
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Pal polh) - pu) 
WO = | Pall) Paali) os CO 


Pri (有 Prali) pu 

为 解 组 qi, pa), 7, ps CO RS 23303 CWronsky) f£ 71 X. 

当 p), pali, (有 为 基本 解 组 时 ， 称 方 阵 DO 是 齐 
次 徽 分 方程 组 的 基本 解 方 阵 . 这 时 , 齐 次 方程 组 (了 DD 的 通 解 可 写 为 

d = 0,91 (2) + apa (0) 3- + opr BC, 
这 里 6= (6, e, t, 6)" EAER n SERE UI ER, MAES RAA 
(2) 的 通 解 可 以 写成 
æ= (fcd), 

3x HS CO RE TTRESE (2) B] — PR. 

虽然 很 礁 求 出 微分 方程 组 CL) B3 38 9n (D, aO, 7. o D, 
却 很 容易 求 出 它 的 朗 斯 基 行 列 式 ， 事 实 上 , 成 立 着 如 下 的 刘 维 尔 
公式 ， 


WW Goexp([. S asc as). (6) 


为 证 明 公式 (6), 先 计算 导数 -上 5 《 人 根据 行列 式 的 定义 以 
及 和 、 积 的 导 微 公式 , 可 以 证 明 
palt) Qua) =- pu 


a*Ranthadbéseuasagadé uad due 


"o | 9a) Pus) n m CD 
Pakt) faa(f) 9 pu 
-+ au) gas D) bl Pon (E) 


aebetktttuncasa4Aa Edd nee tm 


{ PaE) Pral) 7 Pol) 
$1 (£) Psalt) gin Cd) 
FEES Palt) Paali) t Ponkt) (7) 


和 


TOY Sas (1) Ut NO 


DBMLMS SEE 
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但 是 


Posli) Paali) -- past) 


] $u(D qu) --- eut) 


Paal) PaE) t pua) 


2 tp (E) 2 Gappa t) 7 P Gaga CE) 


三 | Qai) Pas E) Ut fas f) 
| TE Paa KE) s. Pan e 
=a HAW OD, 


x HH EHAO 右 端的 其 它 行列 式 ， 因 此 ,出 (7) 得 
SWOL $, malt) W tA QW, 


由 此 得 到 公式 o. 这 里 rA JE A EE ACD Iris, 
定理 9 H DO-A ERER D H S D 
EE, W G) edet (DE ER ETAR R POA MKEK 
解 方 阵 的 充 要 条 件 是 W (0) #0. 
证 ”如果 存 在 如 Eta, B) 使 得 W (t9) —0, GE ££ dE m 个 常数 
€1, 02,777, Ca 它们 不 同时 为 0, H. 
Cpa (fo) + 0apa lto) 十 … 十 cnpnfto) =0, 
根据 初 值 问题 解 的 唯一 性 推 得 
capa (1) + capa tt) + -Honga (5) =0 
ERKE DAR Mti 多 (不 是 基本 解 方 阵 . 因此 , 如 果 PO 
是 基本 解 方 阵 , BE W C0) 0. 
反之 ， 九 果 DOTEE RT E, II "个 常数 C3, Ca, * 
tn, 它们 不 同时 为 0, 且 成 立 着 恒等式 
e.g (1) Hapa CE) + --- Feu C) —0, 
因此 下 (全 三 0， 定 理 证 毕 , 
由 刘 维 尔 公 式 () 或 上 述 定理 得 到 ， 方 程 组 (1) 的 解 组 的 朗 斯 


152 — ETE BER UA TL FR. 
其 行列 式 或 者 恒 等 于 0, 或 者 己 不 为 0. 
西 、 一 个 例题 
X $ RINEN T FERE. WEN PE A 的 特征 值 的 实 部 都 小 


于 0, 那 末 常 系数 线性 微分 方程 组 -Ae 的 每 一 解 wC) 具有 
性 质 Hm (5) —0, 


在 研究 了 变 系 数 方程 组 OCORRA A, BREE the 
系数 矩阵 4 人 对 方程 组 全 ) 的 解 的 性 质 的 影响 ， 在 工程 上 有 这 洋 
一 个 设想 , HD P GEL A SECHS. 设 4 由 在 区 间 Oir oo 中 是 
连续 前 ， 并 县 当 上 国定 时 矩阵 AG) 的 特征 值 CO 的 实 部 都 小 于 
0, 那 末 变 系 数 钱 性 方程 组 CD BR CORRER 

Jim (2) - 0, (8) 


应 当 指 出 , 这 种 设想 在 数学 上 弟 缺 乏 根 据 的 , I H ANO d E 
^d, 即 存在 4 人 0 它 的 特征 值 都 是 负 的 , 但 微分 方程 组 (的 解 不 
RAER. RARP 181 页 的 习题 8 曾 引 用 维 诺 格 拉 德 
(Dimrorpan) 1982 年 的 结果 说 明 这 个 问题 ， 现 详 述 如 下 ， 


OB | AQ- 
-H2 oo8121--65in 121 Mad y sata 
G 9. 11 
那 林 方 阵 AOAR 


det A (f) = =% Ey -(Ẹ oos i2:- — 


-(6os12t— 


sin 124) =10, 
WARF 4 人 的 迹 . 
ir(t) 5 —11, 


MU AODBR EJES 


DB UL Ne e 


$4 上 蚊 社 微分 方 尝 组 解 的 结构 1568 
32-- 113-710 (473) (10) = 0, 
BIWLASERAEfROM 一 上 和 m 
伺 容 易 验 证 | 
t= (eoa t-- sin 6 t, 


9 
y —e*(—sin6t4-2c08612), (9) 
是 微分 方程 纪 (7 
Zo- -4 eos12++6sn12t jo t ' 


M un 4qYAR 0v " 
(676005121 Din 12 27 
geohe 6ow1Rit satia y . $ ， 
(ARA cos12 t — 6sin12t yy 


HE, 

RÀ SRM CO) AR FOR TER. ， .该 例题 表明 ， "e RT 一 般 
是 不 正确 的 . 但 是 ， 工程 上 又 常用 该 方法 来 研究 变 系 数 微分 方程 
组 解 的 竹 质 , 这 就 产生 了 和 研究“ 冻 结 系 数 法 ”适用 的 条 体 的 问题 

五 、 常 数 变易 公式 «e d Be K 

”现在 介绍 非 卉 次 线性 m (3) jode toe AR 

我 们 已 知 x--0(0)c 是 齐 次 方程 组 CD 8588, 25 (O3 COM 
基本 解 方 阵 暑 , CoA CL) E RR. ,现存 试 把 c. RO t AA cO, 
使 得 | | DU. 

^o w-o6(e( '(10) 
M 这 种 方法 茱 为 常数 变易 法 。 由 于; 


De EXP. oyto qy 522. 


EC d (0 Je. 
T COHECORUB D 
—AQ)ar()rfu- 400 en +F, 


164 第 三 章 ” 线 性 常 微 分 方程 组 ， 


所 以 0 
但 中 (办 是 (D 的 基本 解 方 阵 ,所 以 GO B E DAE, AT 
. HE eof, 
因此 eti) =co+ f "HOOL | 
这 里 ce XIEAPMPAEHU AE, 从而 | 
2-56 J. DOTOS Ods (11) 


是 非 齐 次 方程 组 (2) 的 解 ， 而 称 公式 《11) 为 常数 变易 公 A. 公式 
(1 了 ) 在 控制 理 诺 及 其 它 数学 分 支 中 有 重要 的 诺 用 .- 若 记 
， 20, UG, 2) 5d 07), 
MEUG, s) 具 有 以 下 性 质 . 
1° UG, D =; 
2° UG, sU (s; 的 sU, i) [OPE 308 8» 
| E "UG =U (s, £) u m 
Ua Ec dU (t, 9) — AU (1, ). ! 
SUTECUR ERER Ut, SIDES IT " x Bj, 
AXGDAW*A m 
^ ew-U(t, warf m Yoa, C ^5 
其 中 ao 一 名 (ice 人 (to — | 
GERE: e NE E 
l TZ a By 一 后， 
(EL 4g By 4e. 
解 ” 提 应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 是 0 at 
dz 


rd 


H 


Maryang 
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ZU -- 4a-- y. 
它 竟 特征 方程 是 
pa 2 
4 BeA 
容易 证 明 : 齐 次 方程 组 的 通 解 是 
cux Gt cu^. 


| —238—4A4—5-— (A—5) (4-1) —0; 


y 72c,8 — o6 *, 
其 中 Abe 是 两 个 任意 常数 ， 
1° 现 用 常数 变易 法 求 例 中 方程 的 解 , 设 
w=0 -Ees(De t, c 
y 2e. (£e — os (£)e * 


是 它 的 解 , UK 
s de se o a 
s dió T 
5t de, —t des —t a3) 
AUi 4 di w- 
两 式 相 加 , 得 到 
所 以 e ae, 
(19) 第 一 式 乘 以 2 减 去 第 二 式 , 得 到 
dolt) _ 
TM 2, 
所 以 es (t) =f} —2t, 
从 而 原 方程 的 任 一 解 可 以 表示 成 为 。 ， 


= !1— ( 3:-2) e, 


qj — 20,6 — e 十 ( 21 -i) et, 


158 FIR mixta: 


2? 由 于 该 例题 的 非 齐 次 项 是 指数 函数 ， 我 们 很 自然 设想 把 
第 二 章 $8 的 方法 移 过 来 。 试 求 方程 组 形 如 FRM: 
s= Aet, y= Bef, 0004 
代入 方程 ,得 到 ，.. | 
l (^o —A-AX3B-1, .~ | 
—B—4A4-8B-4, ou 50 v dut 
B 24--3B« 1, 

(AA CAB S 4, 

XX AES n SER, 即 形 如 (14) 的 解 是 不 存在 的 . 

XE TU HAE E XUL TER BO RR "E o 
v= (Ait Bet, y= (OU Dye, 
RARE, 得 到 n 

(—4t— B--Ayet— [CHaoyt B T2D]e*-e7, y 

(0t —D4-0)e7* — [((44-- 90) 12-48 -3D] e*-- "a 


» 


JE —4-—4--20, 4 一 B—B--2D— 1, 
一 人 9 -4A-4-84,0— D- 4B 8D44. 
Ep A+O=0, 


A—2B-—2D2 -—1 
—4HB--0 —4D —4, 


由 后 两 式 得 到 
DUREE 
从 而 s= —8, 0-8, 
—28—2D-1, 


如 果 取 也 ~ —L, W B=, RB 


g= (ng) "s s- E )' e 


是 原 方 程 的 一 个 解 - 
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3 e 


1。 设 # 阶 方 阵 值 函数 XCONbRSGEERLOCUTS 
dx 
AX c ACE, 
求证 下 (位 是 微分 方程 组 : 
SE mA " S 
-的 解 方 阵 . 
2. ik IORI REA m, 试 证 XOH (DD MEARE 
条 性 是 存在 * 阶 常 值 阵 0, 使 得 el 
X (0C, 
并 给 出 了 (人 D 为 基本 解 方 阵 的 条 件 ; 0007 07 
3. iR UG, 对 是 方程 组 DRR, 试 证 . 


b Fa aUa, DAG 


2) Utt, d=I+f AGSUG, s)dw; .. 
8) U, S214 foc. 4A Q)d&, 


RE i se o, 8). 
4. MUHERMORERURNENL 


» 2l 
usc 4* 


的 转移 矩阵 UG, s) expCA(Q — s). 
5. 设 eQG)m 下 的 分别 是 方程 组 
ds. 4G 
LIRE EE opio 
d. 一 A* (Dx 
HE S- P MOR-PIOI;ER E31 v: EC ER rO 和风 CD 的 内 积 
PAPOKRA t BI EMEN 
(PE) WOE (Po), PED. 
6、 求 解 方 程 组 ， 


1 tt tasin t, - 


158 第 三 章 线性 常 微分 方程 组 


DA nas sin t+ 4 cosi; ; 
2) dz = f4 GO8? 了 + Fa Sn? t, 
dt 
dra = fy Bin? $ 4-24 cos? t; 
EM E 7 — v4 (1 3-2in? 2) — v; cos? t, 
PL. — s cost i zy (1Hosint i; 
4 di = (rsin Da, 
freni 一 (T+ ein tro 
5 Du — — 8, cos? t— ay (1 + ain 2), . 7 , 
e = (1 -sin 2) — Bic; sin! 4, | | 
[提示 : 先 验证 m= —sin t, 24-608: 是 它 的 一 个 解 .] , 
7. 求解 下 列 方程 (或 方程 组 》 | | a 
dx 2. dy . ' . ' 
D Sry g- igi -- 1, dco m5 ; 
dr dy an ec 
Vat A 
dro dq. 55s 2 du 523. 
3) rra áx 29 M rS z +3y FLI’ 
dro 1 du ol 
D a Vr dp 7 


5) D Srty=e, -sey ' 


da dy = tes 
D gro” de Pte te 


De uit, ar d 2t, di trm 


8) SEa By—i, t Sat y=; 


a dm da 
2 r = a 
9) t dg api? ms 
diy etm et 
1 一 -二 
0) dij 7 ere 


9. ARERR AORE co Basse gne, 名 (中) 是 微分 方程 组 
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dx d* o AÒ 


(ICH Ma UR AUR oE um e ag 75 3 A pb 9 
Pu) =P). 
*P. DEERE OE oode en 中 是 连续 的 ， LIT ta 使 
得 det t XCha) #0, 如 果 关 系 式 
XN) 
对 任何 i sE- e, 4-95) REAL, 试 证 存在 方 阵 4 使 得 
KYL 


”了 和 0. 设 ees W) 试 说 明 -op 人 (上 Ad) ATERIA 


d 
g AQ 的 解 . 


$5 SARREREN NE 
现 讨论 二 - 阶 变 系数 线性 微分 方程 


~ .1 


| aE rO Ge di «(Dn f) 0, 0 
m | 
E — 35 Loa, (2) 


其 中 rO, 90) FO JEECIB aat B 内 的 连续 函数 ， z 
Xy - 22 , 那 末 () 等 价 于 一 阶 线性 微分 方程 组 CU 


9 iy E 
' dt y, 


re -aepo 
或 o ' 
Oo nS e 
&() 人 -a«o Aa ak 9 
因此 ,$3 生生 关 于 线性 微分 方程 组 的 结果 可 用 地 (1)， 即 有 下 过 
m | 


480 OE GHREOEHOLIZEAX 


定理 1 —WATESOXUÁATINR SEAT 


ffo) mto, g ms 


的 解 在 区 间 a<i<8 内 存在 且 唯一 ， xm ic (e, B), 2o 和 Zo 起 
[3.2 34: l | 

定理 ws APHEDOHR OD EHI " acicB 内 
线性 无 关 的 解 o p (0) 8I m ps); 3P EL CD LAE HE … 

E= 09. (E) F ePi), 
Reor Hl m Ji] EE pupa 9600) 3E CD 88 e, di 
CD f EJ g 
ERAO T AOR SAO 0m 00 

其 中 e Me 是 任意 常数 ， 

EXIT T4707 2E P 

设 二 阶 方 阵 函 数 U(E A 9) 16 FEORPAEHE EK 


3x G, sy Polt, " hoi 
U 
G 9= (o 18) Pali, 


其 中 palë, AU Pali, 5) 都 是 齐 次 微分 方程 (2 的 解 ， 并 县 满足 条 信 
viis Vl de bt, TE 


和 prm ép. 此 "uu 
这 上 时, ZrRHBUS NR d uPHEROUN S 000770 de. un u 


wD Pilt, io) Palk, do) 
(io) (ee to) pt, mg j 
s d L 


Um 0. (5, D PO 8) 
Jn NES s op 8) agaro)" . 


po, 得 证 和 分 方程 (前 名 "wo : 9 


Cepit toners, SAC [ m oft (p 


$5 —WremXoktn um Sh 
定理 3 如 果 Ht, DAA € RREKIN (DW, WE 
条 件 sou . . i ew gE vet 


be, Dd =0, Ae] cu 
Pb 7 0s 000 bo ME CN 


IKZ foC (o, BB) 时 , R 
z f Ed, 3f (sYds 
在 区 间 a-—t-8 AEDE) ERR 3C RT 


efe) = 一 5Cto) = =0, 
特别 , 24 p Sp a= di :如果 《人 9) 是 一 Brat ue ne 


方程 . u DE D P! "us y; 
" K 
Send E caenamg 0 


的 解 ,适合 条 件 1 ss 
&(0) 0， rn -1 
gi " e) - 
BA =k- sym e Orts, BRRR 
n Gn e re ahas, be~ -9f. g 0l 
TC M ve aye. x 
— emet 
S M" qx Jay au 
的 解 . RIEA m n 
[B] 1] 试 求解 二 阶 微 分 方程 l 


BERKI EE 


raz 第 三 章 REERDDEH ; 
p P 22= 20 
的 解 , 并 和 它们 是 线性 无 关 的 ,从 而 
ini UE 
是 (7) 的 通 解 。 现 求 E, 6), MER 
v8). = c3) 3- 2 0, 


PO 7204— 3 Aj 


所 以 人 MEE or am-in . Meo or 
$5 ra 
因此 k(t, QE p | 
所 以 方程 从 ) 的 通 解 是 . : 
一 cab 十 ux -£y la 


(ot Des(»-i-i os 
由 上 记述, 为 了 求解 二 险 线性 向 分 方程 (DD， 应 求 出 齐 次 线性 
微分 方程 (的 两 个 线性 无 关 的 解 、 可 是 实际 上 要 求 出 ( 们 的 一 个 
非 零 解 是 十 分 困难 的 , 不 要 说 求 出 它 的 商 个 线性 无 关 解 了 。 —| 
但 是 , 如果 已 知 一 Pu) 是 齐 次 方程 (多 的 一 个 非 怜 解 ， 我 们 
就 可 以 求 出 它 的 全 部 解 ,方法 如 下 。 
设 四 ) 才 0, E | 
TPAD p rae) = 
Mo ORORZERRN v1 
Te aO a PED pa (39 p) Dg 0, 


| 
d 


di 
Bp d T 9)—2 ER 


e 


dF 
ie v.) -a eO] o, 


$5 二 阶 变 系数 线性 微分 方程 
RS EAVERORIR 求解 公式 得 


Z oa) -2BD mpor foa), 


其 中 。 。 RERANC 
如果 p(t) 0, SK 


a Cxa)- se (- (roa) [ot 人， 


exp( — f pat) " 


所 以 a D sen [— 
其 中 oa 是 另 一 个 任意 常数 ， 从 而 


exp( — [pco ) ü 


£pi | 一 


T) 


t62 


(8) 


(9) 


OUS OD M33 —i 它 与 p ORREK, D Jy up ES 号 


9 四 线性 相关 ， 部 存在 不 全 为 0 的 常数 o, 和 0s 使 得 


xp(— {p(t) 


e 
ePi (b esp (2) Poe c díssf, 


但 p »-0, 所 以 
exp( — joco a), 


€; 4-65 TR dt=0 
BINOS + 求 导 得 | 
exp( — p(r)di) N 
es 一 一 D (2) =0, 


at exp (- [pto 2t)uo, rio A0, EM e - 0 AM eio, FR. 


FUO AUREX. 


对 于 二 阶 齐 次 方程 (7j， 如 果 仅 知道 2 一 eP EERE, BR 


dx (9) fa 


"o mA on, IET -4 
f E 


i* 


"T 
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因此 ,% 一 于 是 一 个 与 作 线 性 无 关 的 第 。 
如何 求 出 齐 次 徽 分 方程 (的 的 一 个 非 零 解 呢 ? 这 全 问题 有 某 种 
实质 性 的 困难 ， 刘 维尔 证 明 黎 卡 提 方 程 的 解 不 能 用 初等 基数 发 拒 


家 限 次 积分 求解 ， 也 就 是 证 明了 二 阶 线性 微分 方程 不 能 用 初等 广 
法 求解 ， 事 实 上 , 若 置 | 


des 
Dl v fu, 
那 末 qm 
dn 
de dtt -o(p + 4 
uL (e y NEA 
Am O Grytor 20. Q9 


因此 ,求解 二 阶 变 系数 线 BAIRO MABEM E 与 求解 黎 卡 
提 方 程 (t0) 的 问题 是 一 致 的 . 

下 面 我 们 再 介绍 求 方程 (2 的 解 的 者 级 数 方法 , 它 是 讨论 种 种 
特殊 函数 的 基础  ，， 

定理 和 设 2 的 租 Y 的 在 ] 寻 <ftr> 人 向 内 可 展开 为 收敛 的 每 
级 数 | 


PO = Sigel, TOST c 


————  —P! 内 也 可 展开 为 收敛 
KEAK o . 
| g= - Xa ! | 
NMELIM LOLKIOL E pagawan 
那 采 二 价钱 性 微分 方程 
, d 
dis 
至 少 有 一 个 形状 为 


p——- tia) CA | QD 
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w= ir € eut) 


| 87M 


的 解 , 其 中 p AERE ERU b odt telil cr PEE o SCR, 


w+, 
a MEI EATER AA EN. 它们 航 证 明 
需要 汪 级 数 的 理论 ,本 M e. : 


AA —Ü'— 


解 ”由于 该 方程 的 系数 p)-—0, q0)— —1, REER E 
的 任 -一 解 可 以 展开 为 奖级 数 。 AU i 
4. ET Opt Odo e HOt 

gie -00421-00 tnie $, 把 它 代 入 方程 得 e 
o, 8 OE UC AHD GED Osa n 

— Og — CP — e Oo om, ; 

pie t p ERIE RS U 
2:10,—0, 
ED C E 


(n4-9) (14-3) C gr — Oni =0, Lon 


o ono du 
0,79, C- 5.5 MN 81 e 
1. 2-5 2 
un 16 Ore C 
一 般 地 Os 1—0, 
6d o Lit. (Bb— 2) 
8k — (85)! fe 
oga 258G- o, 


(352-1)! 
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因此 ,该 方 各 的 任 一 解 是 

z= e $1405 2e 2) gr) 

= 25 (3—1) aee 

voe S [ZEE d » 

其 中 Do 和 Os 是 两 个 任意 常数 ， 
EMi 3] iE DE SEZK (Bessel) 方程 

i Te (Pm?) (12) 


dr 


Éir—^ pm, dorm de s POE IC. 
XE ”由 于 该 方程 的 形状 如 (11), 所 以 它 有 一 个 特 解 形状 为 
s=} (CM Od BECA e (C0), 


TRAM S Ou 在 一 co<t<< 十 co Wil, p 是 待定 的 常数 ， 把 


它 代 入 方程 得 


e E: TÉ fa (£9 —m?)z 


*- © (p--n) (petar HO È PERDOA ii 
n= n-i| 


+ $i uet Soi uei =o, 
BŽ 6 HAKEM 
(g? — mO + Eeti — mm O tr 
+ $ G2)? 20, -0, rh —0, 
由 此 得 到 确定 p 和 系数 0, 的 关系 式 
(pm Oo=0, 
C p+ mo —0 
[(p-- 3)*— m*10,4- O,-- 0, 


ITEM 


[p+ — 10, t 0,370, 


"'mbramábhas 


(13) 
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因为 O0, 所 以 得 到 常数 o 所 满足 的 指示 方程 
Pp —m =D, 
EADH parm, ps 一 一 mm XX pio hl 0. NEED 0c 
(m--n)—w-0 (n-1, 9, e), 
从 而 得 到 Ci 一 Do 一 … 一 Oo 一 0 


[Cm - 85)? — m°] Oa On- 2 
— 2k (m--X) Ont On- 0, 


(-1) rm 2 
AE (F my- (8 3 o2) Co (E i p ` 


工 
TR Co SsT Em) 


EN NM 
UO GS Dm) m) "(b m) 
(—D* ， tn 
OFOGII(GTmri-:2*3- 
mE 全， n = e mk 
所 以 7 xe mu Xu arxcn6) | 
JE WURZIRZTRII RN, MOSCA A £5 A 数 ， 通常 记 为 
J A (a). 
Mio EIER CAE NS, 对 于 pi >M, disti (18) vos vo 
尔 方 程 的 另 一 特 解 ， 当 m 是 下 整数 或 零 时 , 则 需要 利用 公式 (的 
Eo C 
[前 4] 试 求 欧 拉 方程 ， 


DEINER 
sog tatg 77 uu Do (4) 


的 解 , 其 中 a 和 3? 是 两 个 常数 . 
(OX OGETEBDEXRONQD, vocor 


s- Žo. getn or9 B 
把 它 代 入 (14) 得 


rea EIE 厂 性 常 微分 方程 纲 ， 
So A (pX-n — Dette Èo, Cg hM RN t| 
tb X Que - 0, . 
B 3 {Cp+n) (p-- 5 —1) "a (p-t-n) 4- b) O A7 0, 
因此 
{plp—D --ap;t 5 C, —-0, | 
{ptiptatptl)+ 50470, 


Q5) 


由 于 Ov0, BARRAR 
p(p— 1) t-ap-r- b —0, 8) 
它 有 两 个 根 d M pe, 不妨 设 了 ep>Bens. - 
"ip—p,n—i,2,--Bb — 
(oi) (or4-n— 1) talmi n AAO, 
所 以 0,7 0i 1, 2, - D 从 西欧 拉 方 程 具有 如 下 形状 的 解 


2 , #= ge, 
BUT HEMNA lot oh D 
0883, HARR a= O(n—1, 2, L AACD MRY, Wes 


t AJ RE QUD M. " ull. 

如 果 ois pu IBR ed py 都 是 (4 的 解 ,2 ET 
无 关 的 . 

MR pi ps, 我 们 用 ci parkai, "RESI ER A 
非 龟 解 ， 为 求 另 一 个 非 零 解 ， ET 起 (9): ERDRE s= 
t^ In |27| EERST. TIT "" 

Ks HERRES, BERERIN Zer ag. alk 
示 方 程 (16)， 然 后 根据 (16; 的 根 p 和 _ps 来 决定 它 的 线性 无 关 
ARS 我 们 在 第 二 举 已 经 用 乙方 法 求 过 感 控 方程 的 解 , 这 里 是 用 条 
级 数 求解 方法 重新 论证 . son 


$8 dex E iem 


E AARO EH, I) TRYER RE QO HHE M AR p 0) 
和 pO, p sr 3d SS l 
"PO Gps CD de D 


galt) ec exp ( — f pai}, 


s wr "i M" |= E 
mo voal à du =00xp( fpa). 


由 此 可 得 二 阶 线性 微分 方程 的 刘 维尔 公式 
WVO PSW Gon ~ iu peds). ! 


2] 题 
1. qAAEBLLBHAMONTREE . 


ARAH 209-1 KERRE, ROGXNE DG NR. v 
: a 证 明 可 用 变 次 e= ew -RDE Oo Dt . | 


TTO ee -0 


化 为 人 ro 
3EoR HB a3. (CD. 
S. RA MTA E 
E dês de 
4d 


AUR, EFE BC EE GE Care dnte T 
O6 ANTZRARmOLR 
um pO) SE HO SE eram FD 


E | PEZ E ' ， 
.证 on nm,s T pikARad)«0 H aQ2:0. 4E r0 4E — 
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分 方程 l ， 
Dream 
的 解 , 满足 条 件 (0) —1, $0) =0, 试 证 
eT)», 


S. 验证 re SR 是 方程 irai. pee 的 解 ， 并 求 方程 的 全 部 
解 . . . 
9. WE eeter 是 方程 sj E S118 


10. 验证 2 一 t 是 方程 o0 E -sg 的 解 ， 并 求 方程 的 全 部 解 


de 


$6 SERTE I Jr EE TER 


3B RE, RRETA AERA. HTP 
线性 微分 方程 , 初 值 问题 的 力学 意义 是 ; 已 知 物体 运动 的 初始 位 置 
Tak, 要 求 确定 其 运动 规 和 在 实际 应 用 中 , 还 会 遂 到 另 一 
许多 数学 物理 问题 , 需要 讨论 边 值 问 
题 . 全 如 捷 线 问题 WIBID EDU RR RE A (a, A) RICO, B) 
的 曲线 ,使 物体 在 重力 作用 下 以 最 短 的 时 间 沿 它 从 (a, 4) 移 到 
(b,B). RE, ELTE SER MARETE v 


2-0 ()- 


ya) - A, i- -及 
的 解 . 这 类 问题 称 为 边 值 问题 .， 
NERENS 


E- Or Or TION |) 


假设 po), OA f G2) TE PRECII a«a«b 上 是 连续 的 ， 若 给 定 
两 个 常数 了 和 也 求 方程 人 四 满 足 条 件 0 
YD —À,y() — B NC 


Wu md 
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的 解 的 间 题 ， 称 为 西点 边 值 问题 ， 条 件 ( 介 ) 称 沟 边 全 来 件 ， 如 果 
A-- B— 0, RREO 为 齐 次 边 人 铸件 ,否则 称 为 非 齐 次 边 俩 来 件 ， 

对 于 上 述 边 值 问 题 ,我 们 要 解决 下 面 几 个 问题 

1° 在 什么 条 性 下 ， 二 阶 线性 微分 方程 (1) 的 两 点 边 值 问 题 
(2) 存 在 唯一 的 解 ? 

2” 如何 才 示 边 信 问题 (中, (中 的 解 ? 

”根据 $3 对 于 二 阶级 性向 分 方程 (1), R PE), OM SE) 
在 区 间 we<z<B 内 是 连续 的 ，meE (o, B), AGB 4£38 1838, W 
未 ( 册 的 满足 初始 条 件 =A, y (xo) — B Ij 1 de DX fel oc; A) 
HFE, SUÉEBODIES RS, WPs, 5] C (o, B)， 能 向 保证 过 
ERRO., (2) DU IEEE E LIE — bo 为 此 ;, 先 考虑 下 面 的 例题 . 

[£2] xx EUG 


d^ "P 
Sty- NO 


y(0) — (x) —0, (4) 
方程 (3) 的 通 解 是 : l 
y(v) =0 0084 十 Dasiny 十 十 
其 中 Ca 和 C. 是 两 个 任意 常数 ， 出 边 值 条 件 ( 们 ,得 到 0.0s 应 
满足 下 列 关 系 式 : 
7 C,4-1—0, -0,4-1-0, 
ERF ATEH, 即 边 值 问 题 (3) . (D JE EAE ERST, 
"t VLBH PN ri dr (TRECE RE ARES. STIRARE 
方程 的 两 点 边 值 问题 有 下 述 结果 ， 
ERL Bpom sd a«exb LER, eie) ei) 
是 二 院 济 次 线性 方程 


Ey iso) SE rego (B) 
的 两 个 线性 无 关 的 解 , 记 


-| pla) Pala) | 
e.(Q) ey(b) / 
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RENKA. (à 存在 唯一 解 的 充 要 条 性 是 
A 
证 d em BRONNAN, 房 以 它 
BOSE nn 
g-— Cus (2) - Capsa), Ul noc i 
其 中 0 :和 Cs JE ji 4- EE Se 由 过 信条 件 得 
Ople) 十 Dagata) =A; € © 
: l o Cp) -Oup, QD) — B, i 
pitis FT Bb, TEA O 8 Oa MEES ATRA 
T& Ie i (5). QURE E EE —. BEZ, RRE AEE 一 组 C 
fü C. WELO, RR 340; Pho 
系 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 (0 满足 漠 次 边 什 篆 件 
y(a) 一 yb) =0 E 
E 
J=9, 
从 和 证 理工 的 系 知 道 , 对 于 齐 次 这 值 问题 Ee 
型 ?-eq)yeo; mE 


y(a) = O= 0, uar 
当 4-0 MARETE, BlACSZTEA- I, ROTER. 这 
类 边 值 问题 是 十 分 重要 的 ， 例 如 , REMA BRA A, — 


due CUR ep(a) p Octo (2) )g 0, Loy 
ses -o 


有 非 零 解 前 问题 , 称 为 特征 值 问题. UR u cA 
[2] RRRA EE A EN, TGT A 

uat. Po. y a ; (8) 

" yD =0. so i coo €9) 


解 ” 当 X<0 时 , ORERE | 


$6 二 阶 线性 微分 方程 的 边 值 问题 47B 


a eU gm) eie Y7^? 二 cae YT. SET 
ERRONEA o 
trt 03 7 0, 
eie ^! 4 eg = 00005 7004 
PAR 0,04 —0, BELL f [a] iE (8) O 26 dE SERIE, 
当 10 时 , (8) 的 通 解 是 sp ovq 
y) m tbe, e 


T AR E 90 183 0s gb 
| 44170, 和 十 一 各 
Br EL (8 fa] (8) O 75 dE - E 
3) M0 时 ,方程 (STRA RAEOAR 
y= eA m 和 y= sin VT z, 


iium 


这 时 a- [is Ji sin UE gi: Vk d TP 

BRE, 当 且 仅 当 BoA Du dà d 
sin- V/A L- 9 mE 

时 ,该 边 值 问题 有 徘 零 解 , 即 
和 -- (mmy. (n- [gi ET ly " 


是 边 信 问 题 (8) , 2) 9 4 SEE 


. nT 
gy 


Bis Mr AE b 
关于 特征 值 和 特征 函数 问题 ， 我 们 不 详 述 3. 
更 讨论 非 齐 次 方程 


adire (m) ^ i . (0) 


满足 齐 次 边 什 和 条件 . 
po -yQ)- 0, mE (11) 
的 解 的 问题 ， 其 中 pes q()m f OENE egoch pk. 
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设 qu (o) 和 qs(w) 都 是 二 阶 齐 次 方程 但 ) 的 解 ,分 别 满足 条 件 


pila) =1, qi (a) — 0; 
Pa (a) —0, pra) =i, 
SR (5) 的 解 (o, 多， 适合 条 件 
kle, B=—0, E,Cs, 6) 一 工 . 


由 于 (总 的 通 解 是 

Y= op (2) Hepke), 
HEREDA 

opi (8) + op3 8) =0, 

apila) +e) = 1, 

TaD), opm 2O 

所 以 i l 0a Wi ; | 
Hop W (6) zo. (9928) — e (s)ps (0), 
从 而 TOPERA Og OLTON 
而 方程 (10) 的 通 解 是 


go, (2) topa) +| ko, 2f (ds, 
SURHUBAAR(IDIUM. d EX 
exi (a) «cepa (a) =0, 
opa D) "-esps (0) +| BC, 8)f dsb, 
他 一 各， 
xo 
即 i 


=f {2e 9- BE IDIOT 


«FI so, D ros. 


v- — PO e, D Odet f kle, DF (ea 


a2) 


(13) 
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因此 , 如果 置 
kle, 8) — TUB B(b,s), «sem; 
Gs, 5) 一 4) 
E " N «seb, 
那 末 y- [GG 2 G)ds. | 05 


把 ht, 的 表达 直人 人 Ci 得 
[ Are dy tees (2) — 9s (5)o (o) " 


.G(o, 3) 7 4 PE se | E 
| wig; (e (90 -o Des 


mss, 
| (16) 

由 上 式 容 易 证 明 Gs, s) 具 有 下 述 性 质 ， 

1? Gle, 引 在 eb, ab LE EE AM 

2" G(a,s)mG(b, s) 0, (a-xs«b)s B 

39^ 作为 变量 z 的 函数 ， 它 在 s<z<s8 Macae 让 是 齐 次 
方程 (一 的 解 ; 

p S369 pieni o TOONE 
s>s 时 ， "m 

2360, 9. a OO OAOA 

^ 同样 可 得 | 


eG(s—0,s8) _ ph (8) | ` 
on Ws ea) iei C) es (8) TAGG, 


i -0 2- -286- 0,5) . 


我 们 称 具有 上 述 性 质 1 和 maa G (x, 习 为 格林 (Green) 
西数 ， 这 时 , 边 信 问题 (10) (LO BEITRAG US ER, 
[Bi 3) ARH HR ZORA TELLS SL | 
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TY e, BEEN 
da 
y(—1) =y —0, 
E 齐 次 方程 IE 
Su o 
dar 


的 通 解 是 9 一 oa 十 oa. Wit ie ml 和 pi(u)edac 23 DEn 
会 条 件 
一 一 9 
和 $3(—1) =0, es -1)-1. 
从 而 W= 5p) pe) - KOO =Í, 9.0) =2, BE, irik 


PJE C 
| 56+) (5— 1), - ism 
Gs, 8) 一 
t+) GD, ,esl, 
过 值 问 题 的 解 是 - l RO Ron] 
a-f, GQ, se ds 


E (z--1) (s-- De ds + i esme-ten 


ie gie 


-le- 1) Gt pej a ET pea f 


1l 
" 3G) (—1)e*. E e ds 


-De De 
De JUDEA, 
` " ] 1 epet o 
所 以 : y= e— * * LC . L 2 
FIRM ROTER LUCERE AR, EI .方程 
(47) 的 通 解 是 o ! 


TEE NE PUE A77 


: eoa . Pmp cape, . 
想 据 边 信条 件 得 ，… 
pun Ue pie es -eyte 0, E 
tittet 65 D, : 
Had dee seien 


Bit 的 解 是 


3 HM 
1. 求 下 列 边 值 问 是 


d'y 
ur ^w-5 
y (y Qi) «0 
的 特征 信和 特征 函数 . 
2. 得 用 粘 林 函数 求解 边 值 问题 
POR zya) = 0. 


3. AJ AERE AER 


Seien wq» cgo o ©) 


的 特征 慎 , 试 证; 边 从 问题 - 


US ae Py 


E dut o y po yos 0 (Q9 


确 解 不在 百 唯 一 . 


SR A RIERO POR GEL, 试问 JGIEB ELA EM MIR 
aeo PTEE A E 


"$7 PIT 


在 变 系数 线性 微分 方程 中 ， 纪 周期 函数 为 基数 的 方程 是 很 重 
要 的 一 类 .一 方面 , 它 的 解 的 一 般 结构 和 常 系数 线性 徊 分 方程 的 
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铺 形 类 似 ; 另 一 方面 , 它 也 是 在 许 风力 学 和 物理 问题 中 常 出 更 的 一 
类 方程 。 应 当 指 出 ， 虽 然 可 以 讨论 这 类 方程 的 解 的 结 欧 ， 泣 惧 铂 
求 出 它 的 解 还 是 很 少 办 法 。 这 一 节 仅 就 希 尔 (HIiI) 在 研究 月 球 适 
动 中 所 通 到 的 二 阶 线 性 微分 方程 


D reo "d 


EOEGCHTMIAEA RIA, E p( 是 周期 为 mw 的 连续 的 实 临 周 区 
函数 ， 我 们 称 形 如 (了 的 周期 系 煞 方程 为 硕 尔 方程. 
首先 ， 假 设 eco) REIHE CORR, WR 2p (ro) 也 是 
人 的 解 ， 事 实 上 ,由 
SPP i p()g(t) =0 


推 知 SECO) Ep(td-u) (o) =0, 
根据 p(t 十 ww) — p) 8 ` 
Pe EO) V p (De(- a) 0, 


BB z—9 G-- oo 是 方程 四 的 解 . 
如 果 OM zo 办 都 是 方程 (了 D 的 解 ， HAGAE 

2,(0) —1, 2,0000, . 

25(0) =0, (0) =l; 
JE E EVA RE CD B e itd, 根据 上 述 性 质 ex -- o) 8I Ho) 
也 都 是 方程 (DRE, 从 而 看 在 常数 ui, Gia 和 doi, us 满足 

2x (E+ w) =at (1) + asso (1), m" 
Pat c) = darea (1) + aasta (1) , . 


mit o») Gu Un A mA) C o roy 
Bp oro)" | Wal tias eo) 8 
ARORO ARRS 
gi(£4- w) a Gra Nf lt) 
` (ea 六 ( as. dai fe ) 


4E mbXA IOS 
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(269 |- (9) (269). (vs 
wo Co») i Gi , P (a) o faa ) 
因此 人 8) 式 可 改 与 为 


MAE MR o (5) 
crab) - Vans). Ealo) J Aes) P 


ze 
E m Cw) d 
" tala | (4) 
A UU 
mie) aD mE 
(eraj (o ) e 
利用 归纳 法 可 得 | 2 
tG + ne) u x E30 ZU 
e)" A " . TS (6) 


ME POA E NO s:E- TO) a NAHE 
gus 813; $21, Saa 使 得 
Pi = 818 (0) + Has OF , 
Palt) = 32181 (D) + Seata (1), 


$40 — Lf m. 
从 而 (o> s 人 (2 e 


" E s-{ "n 


Sal 892 
是 满 秩 方 阵 . 
出 公式 (站 和 (5) 得 : n 
p(t c) E w (t-t co) A ei (f) 
(ora) 7$ MM 
Lu a ao) 
5948 (o 
所 以 ,对 于 不 同 的 基本 解 组 , 方程 (5) 中 的 系数 阵 4 H, 
方 阵 4 的 特征 方程 是 


(8) 
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Acela) =la) 
— wa(@) Nh— AC 
— fea) 4T aa(o))A-d- io) £a (e) 一 3 (co) aa (o) ) 
=Ü, : 2. 
但 由 刘 维 尔 公式 , ez() 和 ws) 的 庆 斯 基 行列 式 在 += 处 的 值 等 
于 m 
TOTOO O 
= {m (0) 6 (0) -24(0)2,(0)) exp( f" Ods )=1. 
所 以 4 的 特征 方程 是- | 
Uv &—2y»4 1-0, |, (9) 
其 中 2y= mha) + as (eo). 
32,4 98 (9) 37989 30L 2 37 ECR EZ 4, 它 的 根 称 为 特征 粮 ， 一 
般 有 两 个 根 ja ETE A LM 希 尔 方 程 CL ft RHüE 7738 BEAR 
ERRER KEME TERR aO aA :能 决定 ， 
但 不 依赖 于 基本 解 组 的 选取 . | 
如 果 ja RI Aa 是 特征 方程 (9) 的 两 个 单 根 ， Mass, 那 末 存在 
DRAR S KO BEEN 
sam g N | 


O hs 
这 时 由 《 门 决 定 的 oi (9I ga 人 人 也 是 方程 ( 世 的 基本 解 组 ， 根据 (3) 


它 适合 

(P (7 "Yee oo up 
gio) VO 知人 Pa 六 

np ug E MEE 


O qu o), c 
$3 (ia) ep). 


li o7 5 malj- 12), 其 中 nA 是 对 数 的 一 支 ， MRAM. 
gp =p De (j-1, 2): 


(10) 


# m M fv 


UN BD oA AE Sese ESCORT 
g rco) erra ttm, | 
ep, Q)etere mg) G=, 2). 
HT el) vs (O EAN FRETI E KAREHA) 
I| 4E — BERT RR 02 qd 2t V su 
w= eg; (D) e^ + Caga (Dent, . (1) 
EE IE XOELEUUIOP T o RAW A 0 T ur 51 
数 ; p= È In da, pam D In Au, Thi Aa P Aa 是 特征 为 种 (的 的 疯 个 
sm. i MEE l . » P 
.因此 我 们 有 下 述 定 再: | Uo 
Z 18:73»: O BARA M M Xs, BE 
cend? M M Mi dÉ— HAERA, RAUS SEM SE C f E 
一 co<t< 十 co 内 是 有 界 的 | 
2^ Mp A s 是 实数 时 ; 项 尔 方程 在 Otc to 中 必 存 在 先 
AS. ge 
iE C1" 因为 为 Bs ARRAS, PEL vico Ra 
(9) 19 MEME 


My PATTY, 
TA LO ug sn dy ELS Mota, pioa 
且 [Mi [Ml 1i, | 
从 而 pr arg As, 

I í 


p =S In joi Z arg Aa 


PITE 向 玫 这 式 人 1) 得 着 尔 方程 的 解 在 cocto i 
GEARS. 
2? MA "m y, m. 
yt VP Amy MI 6 3i 
但 hs 一 1, 所 以 存在 一 个 为 PRESCCT LR iE a] 1, 这 时 
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pı= É In a= Cn [| +i arg M), 


所 以 Re p>0, ` 
Pv ， wm= gilt) 
在 O«t-c-koo 中 是 无 界 的 。 定 理 证 毕 。- 

当 Ape. 时 ,7 一 J 一 0, ja 一) 一 工 或 一 工 这 情形 我 们 没有 
"ne. 

”由于 我 们 不 能 直接 由 OWH Y， 从 而 我 们 使 用 定理 时 具 
有 某 种 实质 性 三 难 。 

下 述 定 理 对 于 应 用 是 方便 的 ， 

定理 名 设 周 期 函数 2( 如 满足 条 件 


1 5. p20, p) #0, . {12) 

3 oj ipase 0 00— 3) 
ANAGR AOTRLOD IS M OEC. | 

为 证 明 该 定理 需要 下 述 引 理 ， 


RR 设 ula) =u) -0, u(2 70(actc0), ut) 7 ETT. 
APR, S 


f a o 


WE 因为 w(DZEBEHEKIRR] aix 上 是 连续 的 ， 它 在 [&, 5] E 
达到 最 大 值 wsz， 因 此 , 当 asto m, 


COREN OL, 
"wi 
^| eut) 
m f EMEN d£, 
-这 是 等 号 不 可 能 成 立 ;. 因 为 如 果 等 导 成 立 ,就 有 a 
Juco | [sc L, s Q4) 
WE)! 


de 是 使 Ww) = uns I HSRUMS LR Jk ato 时 ， 
; wt) Amar, ^ 


8S7 d Wood B 1853 
HODR ua) —0(a«t-co), 所 以 e(0) EIC EDO 0, 它 与 
ul) 一 0 FE. Bit CHA) 3E, He 
| M . i : D 
s | ut) timar . in |di. 
但 当 6 所 太志 m, 


f O di> n li) jas 


an 
NOT |, 
所 以 MEO mex. |4(5) -úl 


设 uo) = timai, Jos t n Feng THE ORG 
使 得 ache, etch, H. 


i) = = ~ ~ dee, 


"Nomcn 
; Pus P 
所 以 n p+ ET = ) 
”| «QD E 
Km N u(t) | E 
但 当 w<<e< m, 
1 4， 1. 1 1 4 
De oa "ege poU 
7 E 
因此 Lis "e pem 
引 理 证 毕 . . Ein 


定理 的 证 明 如 果 项 尔 方程 存在 无 界 的 解 ， HEM L. 
的 特征 方程 (9) 的 根 不 是 共 思 复 数 , MAER. ADAE 
有 非 零 解 8( 办 适合 关系 
9 (3 0) Ap), (15) 
Hop MEO) 的 实 根 .。 
WE PORET XR a, BD pla) = o, H1 (15) 4$ 
e Qs - o) =0, EE 
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NEA oO) By HAE AE Dx aci b. ZR] BUB. A — aeuo; 


pim p(5) 0,5 
"D. (acth), 


这 时 T TOTOE =0, 
从 而 当 actdb Bh o aa 


所 以 根据 引 理 得 


LION b— don 0 
x facris f^ Loto atm [Co Vt 
所 以 m Fr ecoa —. P 
它 与 2° 矛盾 . gib POHE, W eO e. 
CEJOLIA: E 


BB) 
P6 +p@)=0, . 


所 议 


E i. . TS £O 4 e i. deli 
a rot Uu py dp- - P e) dt 
90 i". ("D 
. e) l7 n qr DRE 
而 由 (15y 得 gt tto)= NM 


UWeEERU oom unos EDI KaD) 


RTTE 
N pods- PO arce, 
它 与 . Jr. m 


gt 


et ta) "he Ulp oM. 


nasi T pn^ 


FA. ME $0, o( POE KO mOUATE 


ES 


p POLE 个 ET re 4 > sáu. 


#9 PUE 155 
s POPD EO 
Hj (7) 0, TH pO F. 
因此 ,存在 非 零 解 o (2) ATARA H EREE 2. 的 假 
BF, 从 而 得 证 定理 2. 
定理 3 设 p(O «0, CRAT CD eC Ot oo 中 
存在 无 界 解 . 
WO WAT esp EBEA fF 9(0) 7-0, p> 及 方程 
QD». 


B00) + (90D =0, - 


所 以 
(e0 BDNE HOO 
=( 2Y -poa >0, 

从 而 5 全 -加 多 >w(0)5(0)>0， 

所 以 Ep 20) G0), 


PPE) 0) 39 (0) 9 (0) t. 
BH) eQ)JEJNtBS. ERIE. 
[b 1] 微分 方程 
du 
di 
的 解 不 可 能 都 是 有 界 的 ， 
LB 2] Wea RE (Mathieu) 方程 
dx 
dii 
Jb m0, —1« ex, 
E 当 e<s0 时 , 它 的 解 不 都 是 有 办 的 ， 
当 3720 Bj, dn SR. 


— (a? sin? obe - 0 


-Fa(14-£ sin 61)m--0, 
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E 4 -名 
k a (1.4-k sin bod ax LAT 
0 rd 


E 
即 ane bo, 


那 来 方程 的 每 一 解 是 有 办 的 。 


习 题 
EXIGLETOL SS EPI T MORS OM TO Et, 讨 
EPAR AHERE 
zl rG) 5 ER TOTE 
的 解 的 结 攀 及 解 的 有 界 性 ， 


E 


mac gà gU 


一 一 一 一 第 四 章 一 一 一 一 
党 微分 方程 的 基本 理论 


前 几 章 ,我 们 总 是 设法 先 求 微分 方程 的 通 解 , 再 根据 给 定 的 条 
件 ( 鲍 如 初 什 条件 或 边 值 条 人 御 ) 确 定 它 的 特 解 ， 但 是 , 刘 维 尔 曾 证 
明 获 卡 提 方 程 ( 除 一 些 特 殊 情形 和 外) 一般 不 能 用 初等 积分 法 求解 . 
因此 , 由 通 解 求 特 解 的 方法 在 实际 进行 时 是 硝 在 困难 的 。 另 一 方 
而 ， 在 第 三 章 中 我 们 先 讨 论 了 线性 微分 方程 组 初 值 问题 的 解 的 存 
在 性 和 唯一 性 ， 并 由 此 建立 了 线性 微分 方程 组 解 的 结构 理论 这 
样 我 们 看 出 , 对 于 非 线性 微分 方程 , 应 当先 讨论 方程 满 是 给 定 条 件 
的 特 解 是 否 存 在 , 特 解 是 否 唯 一 , 以 及 怎样 近似 确定 满足 给 定 条 件 
的 特 解 ? 这 些 问题 具有 重要 的 理论 意义 称 实际 意义 . 

本 章 讨论 微分 方程 的 初 值 问题 镍 的 存在 性 和 唯一 性 ， 解 对 初 
直 或 参数 的 连续 性 、 可 微 性 等 。 它们 是 常 微分 方程 基本 理论 的 主 
EA. . U 


$1 初 值 间 题 解 的 存在 性 和 唯一 性 


一 、 导 数 已 解 出 的 一 阶 方程 的 初 值 问 题 
导数 已 解 出 的 一 阶 微分 方程 是 


ESG, a). (D 
BAET d 和 wo, IRIA WEIDER 


RE o= a(t) Ay [EB , 称 为 裙 使 问 题 . 
为 了 讨论 初 值 问题 ,我们 应 当 假 设 郑 装 UG, o) EP E RS D 
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内 是 连续 的 ,并 且 给 定 的 初 值 (如 , oO Br-P D 内 ， 所 谓 解 = 一 < 
满足 条 件 (2)， BR e(O TETUR 和 WERKA a8 内 满足 方程 


Se) np G, aA), at B 


并 且 As e (1) = d. 

我 们 先 证 下 述 定理 ， 

_ 定理 对 于 给 定 的 微分 方程 000000 00. 
Ut Ex «)-. 2i 6 (1) 
和 初 值 条 性 a (fo) — o, o (2) 


BREH SG, omp a 
| il «a, je 一 a b u 
上 是 连续 的 ， PERF 2 NEPEK (Lipschitz) 条 件 ， 即 存在 正 
WORT, PIS, m) € R, G, a) € E BEOUKCRA EA 
OE — fs, ej|«Aje.], o, 
BR 在 区 间 do — Pci ER RENE SRM B o= 
FIOI X: vp 10M 


O o f, PO), to — hito -h 


MARIE 9 (1o) = 2o 
这 里 TENE BEL L a 
NL &, x) u MEME (3) 
而 E ， 人 
M= max IFG, a)]. c 


dE. RD AH D 程 组 初 值 问题 的 解 的 定义 区 IE 
是 方程 系数 的 定义 这 间 ， 但 在 这 里 区 间 io hits Vh 一 般 较 区 
间 bastate Xu C 

it 2. RECO SILET OHIAN oce C ect c E) YER 
DIY 00. TIERE 


“$1 初 由 问题 解 的 存在 性 和 唯 … 伺 LI 


MORTENS TORTO) 7 o 


在 act B RRE o—o(2. 
事实 上 ,如 果 e p) 4E act 8 内 连续 可 微 ， KESED, 
Ep 
de Lf, o) 
ROMAE CD, T A 3330821 
PO muU f pe), (©) 
B w 一 9( 人 在 axi«B 内 是 积分 方程 (四 的 解 , 并且 是 连续 的 . 
(^o BI, ERKA acicBg 内 连续 的 [t 90) RA HED) 
f, BROF act 内 成 立 . Hat, i. i= to BO 
i plio) — de, i 
m" f, pQ))E act-c B 内 是 连续 的 , rb (0) RECEN DEC 
是 连续 可 微 的 , (6) 的 两 端 对 + 求 导 就 得 d 


3E f, pH), | 
这 就 是 说 ; ROC MAD ASA CO STU DUI R CÓ RE 
RHEO ， 
^ mieu RER SUD RUD XE NES si RESO RE Vc 3 
ik uE I. BA NEO SE ROC |i- TUNA EPEA E AAE ui 


一 一 


” 设 第 志 次 近 们 为 . ENT 
m mAGHERED. 007 sos 

BAUURGUE K ATR E RAT o 
ex) mos e (JG, o (0)ds 0 
KOTONO 6 


=f SE, pads, (9) 
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我 们 更 证 明 : i ojh 时 ， 
ol, q1(D, -, eC, 
是 连续 的 ,并 且 
(€, a cR, 
BIS [2— 49 | < 时 成 立 着 
| ox (D) 一 各 | «5; (10) 
FEEN fox) — Sic 2038 45 AEM. 
首先 ,sz 一 go( 人 在 | 一 wo| «o 上 是 连续 的 , B, p) CR, 

因此 FG, pE] a. 上 是 连续 的 ， Mani np d (站 定义 第 一 
次 近似 90), 它 在 |i 一 iol <e 上 是 连续 的 ， 还 需 证 明 o 对 于 
4- 工 成 立 。 事 实 上 , 直 (7) 得 5 

lect) -zal = |f! fs, odds jsui- 4L a9 

ETAST | E 
lou (f) oo) Mht, 
即 G, ex() C E, 
PRG TT H (8) ELR 次 近似 pa(2)， 一 般 地 ， 设 当 |# 一 do] <h 时 
TENOR solb, — 

就 知道 f, m (E [E to | A 上 是 连续 的 , 并 且 可 以 由 (9) 定 
XPE 次 近似 ， 并 且 E 


lee) — as = - re, pus (9)ds| cM e] Mech, 


这 就 是 说 (210) 成立， 因此, BAFA po), MORRA ONE 
Xef X fal [tol «^ 上 是 连续 的 . 

其 次 ,证明 当 大 -> 十 co 时 aO i£ |t— b L3&— SU 
的 . 

根据 (6) 和 (7) 得 


[ga pO 1 = EAO AO 
«i MfG, m) fs w) ds], 


81 duds EHE PERTE— 0E 191 
HA JE, 的 关于 [322123 2 HERA 
les) — o: E n AORT IO, las]. 
IR Ast CL An os (D polt) | M [6L Br D 
lex) — oO | «NA | (^ sos | t. am 
一 般 地 , 假设 已 证 : 28 [2 f| A 时 
lex) — 9-61) c P [a s, (13) 


MKH - 
lest - o1 [fe C000 76; mna] 


«N 小 CORO a|. 


al c 
s |t~ tg [**1, 


所 以 不 等 式 (18) 对 于 2-1, 232，… 都 成 立 . 
因此 , 2 [i e| A 时 


le) pa NITE 1, e, 
所 以 | 
lp -pd |< PEL S . " | 
由 于 正 项 级 数 | mE 
z E 
ilc c, Br DL 


PD t [ps (£) — po (D) 314- OE 
3k |£ — 4o] «A. E-J&-— Soc 9x HG, 即 得 当 上 -> 十 co 时 pu) Ye 12749] 
«h 上 是 一 致 收敛 于 一 连续 函 获 eir. 


和 EHE MoAA w 


又 因为 不 等 式 忆 有 成 次 , 当 着 -十 oo Wf 5 a vU 
Je- ml «5: Cli~— 如 | SA). 
EG, p» ER, 根据 f. pr BA 
Lf, oxt- -fG, eC) [ NID) — POR l 
HUE, 3 8 oo mfG, TOE E EEA PH ox RE, 
在 下 式 中 ， 


| dua «fi fa, p 
4 b» 十 co 就 得 到 EL 
EMEN UNDO 


e =pl), tlt - | eh 上 是 连续 的 ， X 
ERENT RA TEO Wero p a WREE. 

最 后 证 明 初 值 问题 解 的 唯一 性 . g amO TEBRA N R O) 
EKM |tt] SA 上 的 连续 解 ,这 时 “ie! 


= f(s, Wd, (14) 

所 以 POR M 

即 POORE A ove ug M 
血 (4) 式 减 去 (7) 式 得 00 mM 

ORUM OD - s; ROE 

从 而 WO OL NR f G0 — 0v) ds], VT 

把 (15) 式 代入 上 式 得 7 

O-A RE tl. mu 

—— TNR i | 

ACD — ew (D | daas tem. us (16) 


Bt 和 (站 也 是 qe) SpE 十 co 时 的 极限 ， Pu i 
LIOL TION UNE. 
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因此 解 的 唯一 性 得 证 . 
注 3. HMR- e 
在 定理 的 证 明 中 已 经 给 出 了 第 k aabutan a 
的 车 计 式 , RISUS [E-to] A 时 ， 


Ioco EVO | UT i—i, (T) 
[6I 1L Rhea AE 505005007 i 
do s 
| di —— Tw m 
满足 初 什 条件 2(0) 0 imt AT 0. 05 的 近 n 


S. 
s ac Og ao Ce i; ATERAT 

的 a7-0 和 5>0, 方 程 右 端 在 闭 和 矩形 Rs 
lil<a, lej«b — ^^ 3 | 

上 是 连续 的 ,并 且 DE 
M- max (Penes 


Ei, E) 


iones Donne gl 
当 a>o mèn, ae E: . 
这 时 (m m" wd POR P iJ T 
EC 


QU a In 


M a- 一 时 , 达到 最 大 值 
A 2 


o LAUNE: 
Shy ` 2 un UB 


这 就 是 说 ,如果 取 NE LARES OREN A TM 
即 微分 方程 注 足 初 全 条 件 v8) =0 的 解 eC 至 少 在 闭 区 间 
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ple AŽ 上 是 存在 的 。 ; 
为 估计 近似 解 的 误差 , RNE P. pe YZ, due E 
计算 好 和 六 的 信 ， 
M= max (i-a?) n1, 


Nomar Z+ Dl ima [zitoa] = N Z, 


因此 , 当 15, |j] <S nt, ONARE 


(EY 
E Gm - py 7T a.u 0.0295, 
TITRE] Bj, vn n 
le(-—p:0)]«0.0295, | i 
但 是 ,车 et, RK 000 0000" 


9 189 8989 ? ja - 
ul ap i 7 u$ E 1 15 
EX Qr ur cd 

ede 272 m, (| ~ 


le% voa C 
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Bets cS d 


leto -$ | «0.081 «0.05, 


即 第 一 次 近似 es) 三 吾 已 给 出 了 所 项 精度 的 近似 解 。 而 如 果 
Bst, beim, guo YZ. KEM, 《17) 的 误差 信 计 太 粗 . 
为 了 得 到 近似 解 误差 的 克 高 精度 估计 , 我 们 在 区 间 ect 


Y 上 利用 微分 不 等 式 来 进行 。 至 于 当 -Y <in, 
Be RR, | 
首先 , 由 于 


O ptp, 


E A 
| eol 
RUE RA) rd 
A 


Mi 
"IO >t Pti SC 


再 把 它 RAGS) 的 右 端 得 


( 2 i Ir 
Se spa Le. y e+ sT 


i 2 u i i 
d^ 
POLES P+ gtt wm wm. 


反之 , dr o) prp ae 
dot?) 
T Si, 


(18) 


(10) 


198 第 四 章 ， 常 微分 方程 的 基本 理论 


从 而 e st, 
把 它 代入 (8) BUR RIHS 
， do). P gp, r 


IU ME p . 
IIEERA OS MAN | 

| dett) Sa, 4 
EK I 
4 i 


. N EI : i : 1 a - ES ; 
Mii POs tus 


再 把 它 代 入 (18) 的 右 端 得 


) dp(t) 5 MT ü 8 J n 16 id 
di Stg E sr ag 

从 而 uH 
1 16 5 


l5, i, ii 
e 3 ^^ ag C agg ! + "B0588 


HEAR IDAN 


la 8 m 16 
68^ 207) ' + "Bob35 


dS ED AA IB, MA 
1, 2 


Ta Ny st 


O«p(t)— E l5. 


. dp). i0 16 esr 
AP aL "Cs esr) 


"di 189 287 


所 以 z 
t 


— Ü 


RT E 
18 
J8x6287 P 
RENHED CUL sü 


—g | 1 T _ mn. 1. 
WB 


ps «o. 00009, 


(1) 


$1 Af ERN THERE RIME-- BE iet 


”因此 ， EL 


Oo -pd «9 x 10-5, 
Op — gs (5) «107^, 
注 4. 如 何 验 证 SE, 号 关于 "—: 


假设 f, xr eas SOL. 20.9) ER 上 是 有 界 的 ， m 


AG, DER mW 
: |$ Saws 


那 末 根 据 拉 格 妆 Hip fig s 
E Va, 2) —f, &3) | 一 EO e) 


<N | — vl, 
JG, JAT o MR del — 


Mio o) = e| AREARE RE I, nda 
w=0 处 不 存在 | 
xis D sw Afra 存在 :并且 
CIEN 


dE 


ERSE, DEAH o, 人 关于 有 DES 
EIS sn je, 2) =a, dE LAE MEI, EE axon 
2f0. 2.2. ,5 g dede gii, jfi lim afl, Ifa) os AE aË gk 
wo HULXWOE RI RA AE sil, 存在 AN 2-0 448 [a3 - 0] 
<N |o—-01, KN lel c lal, Wisi fi o0, E 
ETRE. 3 这 祥 , 微 分 方程 

“在 含有 蔓 上 点 的 区 戴 办 cm AGAM, De void 


158 Aux 常 向 分 方程 的 基本 型 论 


容易 验证 ==0 Hor # 都 旦 方程 (22) 的 解 ， 它 们 都 以 


(0, 0) 为 初 值 ， 该 例 表明 , 当 李 普 希 兹 条 何不 满足 时 , 初 值 问题 的 
解 可 能 不 唯一 , 
注 5， 关 于 定理 中 户 的 几何 解释 、 
”在 定理 1 中 | 了 Gt, a) | «M, 所 以 微分 方程 () 的 积分 曲线 的 切 
线 斜率 都 位 于 一 M 和 2 之 间 ， 如 果 过 初 值 点 Po) 3b BOR 
为 一 好 AMBRES, CUM R 的 边界 交 于 B O, RBO 
显然 ， 过 点 (加 ,zo) 的 积分 曲线 必 位 在 角 状 区 域 BPO 和 角 状 区 
l B BPC 中 . 
对 于 微分 方程, 假 
REBASE, DEKR D 
”内 是 连续 的 , W Co, o) 
fig DU. 做 一 个 以 
(to, to) 为 中 心 的 闭 算 形 区 
w HaT DA. BSG 
bl. EH LAFALE 
elena ly dina MERRER LER 


理 1 就 可 以 证 明 下 述 定 
图 41 5. 


定理 & Ea) 4EIXIX D ARER, HEED 揭 任 一 
RHET S D, bf DEF e 满足 李 普 希冀 条 件 ， 即 存 在 常数 
N (Eig D 有 关 ) 使 得 不 等 式 

LF(&, e$) —/, e» | N 1o — wal 
对 D. ERME-ON AG, DAG, e) ior, WENT (o, e) € D, 
微分 方程 00 UE FA D HR 0 p (0) FEER, 

关于 解 eO BUEZEBRIHSATEDE, JU D Nr DWEH 
AF IR Ro, oo) 的 有 界 闭 子 域 , | 了 全 o) | 在 D, 上 的 最 大 值 汶 M, 
过 PC, 20) 引 斜率 为 站 和 —M 的 直线 ,它们 分 别 和 D. BOSE 
相交 ,只 而 可 以 做 出 完全 位 于 D. 上 的 三 角形 BPCO BPO 如 


$1 THESES EP RIPE 19$ 


E 4.2), RAR BO 和 BO 的 方程 分 别 为 1~7s Mior EE 
e) TERI ICI ri<t<rs KEE. 这 是 因为 过 (to, zo) 的 积分 曲线 
必 位 于 三 角形 BPO 和 
BPO: 中 的 缘故 
”二 、 解 的 延展 

前 面 我 们 证 明了 微分 方 ， 
REO) EE 4 (2) f 
在 某 一 包含 如 的 闭 区 亲 
Tic En LE, 但 是 一 般 
说 米 oru BRR 然 “ 
而 ， 我 科 知 道 线性 微分 方程 “ © Ar 
组 解 的 存在 区 间 是 方程 系数 在 其 上 连续 的 区 间 . 就 是 说 , 对 于 非 
PRAETBEAY SERE, 解 的 存在 区 间 是 局 部 的 ; 而 对 于 线性 微分 方程 组 ， 
解 的 存在 区 间 是 整体 的 .六 们 自然 要 问 ; 对 于 非 线性 微分 方程 (全 ， 
解 的 存在 区 亲 能 兰 扩 展 ?能 扩展 到 何 处 为 此 ， BAUER ERN 
p^ 

wn . 试 讨论 微分 方程 


da 
ho Vus M E diee 


mmt DELE 

， TEE POES 5. 7 0 xA 

— : Sosa dl 
显然 o te t EIDEM, ehemm -g 


«xm, RARUS SE XUEBDS ETC, 


VAARAA LARERE DEBA 
; Dl IDE TS lef 6; . 
ME max | 十 ?| =1+%°, 


GQaER 


从而 Ba h=min( a, 


xw) 


ž00 ue ARDEREA P 


让 上 址 只 能 得 到 4- 村 "otii REICH T F 
EI aa inei 
显然 aspi. e Iaw, SUR ER L SIUE 
在 反光 向 有 扩大， sar, AUTE BERN EREA RAE 
.CRHSIACRRBEDET MELLE 


7 WOES AARAU IRA — -氢化 如 下 . gui 
£p) TED [B] ecd 8 C a«ct«c pw BOSE CL) 的 解 ， ^ in s= 
PORER y «t5 内 也 是 方程 (DD 的 解 , 并 县 58， yx, E 
TIONOL O =O, RNIN oam Pii yeu 

i 


. qmi. qf Dua Fatis 2/8 P s Co (ERICH oa 
iE ERBOPBCD BUR, No o= ZOLL I du pr ， 

证 因为 点 (8, PED, MEPER 2 FENA, o (2) 
SHEER e), ELS —h, BALETE, LH tE [a A] 

站 [8 一 h BHAR pO mo, MERE p: BIAHA N 
是 D, 那 末 解 的 存在 区 间 向 右 方 扩展 了 ; FET dd DAR, . 

31:82 在 定理 2 的 条 件 下 ,假设 ee (51 a<t<B BAJ 
程 全 的 解 ,极限 

ri BO pt 
FE, ETTO p(B~ 0) €D, 屠 末 存在 >E, 使 得 和 PONN 

延展 到 (a, 3). 

证 因为 (8, pt- E D sp, MERES, PAREO 
在 以 (8, p(8— TO AÈRIA e 2790, 它 在 B- BIKEA E 
dá Eu s 

NOM Nb a6 .gp 时 
PO, 9 Bin M, 
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NK eE oct Sch C EXEXESEES, JEE ect 时 ， 
Po othe o (9) ds, 

ETET | 
e (80) = 人 FG, eds 
XSpÉMERBEBWE 0 0 o 

MEO zo - oe fh bas; 
BHpewEXA 0 

iD metto - | f; —: f 6. bn 


epo) wr AC (s) ) ds. | ` 

an, 当 a<i<B Hh 时 op n 
vt oD = + Fe sds 2o ou 

E: as (EIC act BC WE nOD Mt, cH 
Liu pCO KIER. 
. ima 在 定理 4 的 条 件 下 ， 假设 = 一 5 在 exte Md 
AKEDE, 并 且 存 在 如 E (a, 5), te £,— B— ó Borm 
lim 9 (4,) 一 存在 ， "A, 'o) €'D, 那 来 存在 578, rre iet 


的 存在 区 闻 可 延展 到 acta | 
Co WE BARG AED, 所 以 存在 以 (6， m i EO 
T de D, HR KURA 2e, (fü, oE R 上 的 最 大 值 为 


因为 点 列 " 93), 2. Fb Mn PEET 点 
Gn p (5)) 5 CB, 远志 间 的 距离 小 手 -说 ER, EA Cas p (5) 
-aip m ake Ry R Re RD. 
根据 定理 1 Un P(t)) A H d Bu Hé a= pO EMR 
— hi, +A 上 存在 ， A DU Des ond Pa AX ii id 
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: En Bp 
denn. P) 
BU cep TERRE HD anch. h F i>e, BD 
34 a ARK USE teh B4 m, 从 而 解 p © KERET i E E 


8l 8857877. 

CE3RSUEDEUT, 如 果 解 = 一 2( 信 的 存在 区 间 不 可 能 再 延展 ; 那 
来 该 区 音 只 能 是 开 区 间 , 记 之 为 at 8(e 可 能 是 有 限 值 , 也 可 能 
是 一 o0; B 可 能 是 有 眼 值 ， 也 可 能 是 二 ce)， 我 们 称 ate Am 
c o) BIS X 4$ EE M, 

X38 Wf, 4 在 有 界 区 域 DD 内 基 连 续 的 ， 在 DD 的 任 一 
闭 子 域 上 关于 o MEREMERE, WRR < 一 p( 人 的 最 大 存在 
KHA act B, WRH £— 8 —0 Bj, RC, p (D) 与 区 域 D 的 边 
界 T BERETO, 

证 WETER, PEE ao>0 和 加 — 8, WA 
Gup) T 的 距离 大 于 co ATAN C PODERA, 5 
FERRATA, MERKATI N Ce p(t))， 并 设 它 的 极限 点 为 
(8,0), (B, e) 5i T 的 距离 不 小 于 oo, 所 以 (8, o) 38 D E A R, 
根据 引 再 S, 解 oo ORRERA p HETER uoo 
KA ot 8 是 解 的 最 大 存在 区 加 矛盾 . 因此 ， 当 >p -0 时 点 
QG,o(0)5 D MEBADÉTO 

同样 可 讨论 -> wa 十 4 时 的 情形 

系 设 卫 是 元 界 区 域 , f(t, OED 内 是 连续 的 ,; :在 D - 
—B S BET R EXP od EHE EARS WER epn i 
天 存在 区 间 是 act« B, 那 来 下 述 情况 必 有 一 Rar. M 

1° Bmt; B 

2* B«-roo, S 6b B—0 td pO E 

8^ B-oo,3 t— B—0 Bf, HR (90) D 的 边界 了 的 
ERATO | TN 

同样 可 以 讨论 左 端 点 “的 情形 .. DENM 
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证 P B-—creoo4WAEDTRPWIBI. 

iP Beo, pp 人 由 或 者 无 界 , 或 者 有 界 . S: o0 RR, CAM 
i2. 

E Bee, pH FR, PE Le HO | «E, RI Pone (2E) 
B 5 DRAHE 0 Ao LESE, 到 其 中 含有 9 人 0 的 对 支 . 
根据 定理 85, 当 t-> 8 一 0 BEC, e(D) 5S OQ 的 边界 的 更 离 趋 于 0， 
AFGE e CO) 5 BS. 2--2- (2E) g 的 距离 大 于 一 正 Rx 
所 以 只 能 C, oC 5 P f 
EART O, . 

[ 例 8] 在 区 域 a] 


内 讨论 微分 方程 

d 
BEES ECCE EXC IT. 
00M zs 是 它 的 一 全 : | 
E, 其 最 大 存在 区 间 为 一 ce Boss 
«oo, 如 果 ae c0, TRA I 2 (0) 7 to 的 解 基 
| M" (| 

* 1—amg 

— - 二 <i< 十 se， 且 当 于 一 XS s (f) X 


界 . 
20 如果 Oca 1, 解 的 最 
”大 存在 区 间 为 — x x 


ooi gioi oim 
E 


OAF WAG 20) 

与 边 算 w=1 的 距离 趋 寺 
&g 44 0. 

它 说 明 系 中 的 三 种 情况 都 可 能 出现 . 

[p 4] tH aC ERIS] ab 内 是 连续 可 微 的 ， 并 朋 
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ga) 0, mi lim 8 一 lim git) —9, TAPER A) A 


e i Qe» 
HIS o= o CO RER, 
.OB E gaj=g)=0, gle) 0 (acacb), 这 时 函数 
SEM axssb LEER. T. 0 
GENE x 一 的 最 大 存在 区 闻 是 o8, p(00 — m, » xs E 
H aac 内 的 点 ， 当 aim : : 
O sg(pl)) >0, 的 


所 以 v C HIRI, HF PO WEF a 和 也 2- lij, Bruit 
v^, lim p(s), ó— lim o) 


19:271 83-8971 RAY. 
如果 See, LE =b, 事实 上 /， "TIS 那 来 点 
人 
(B, (B — MATAARA, Afi d 5128 2, 15 o5) nf ELE 
RATER, Che, 8) Hd AOrgdxpIHOP E. 因此 ,5=8,. 
d Beo, 我 们 仍 要 证 期 =b, FX p, du 5b, RE 
当 0st< 十 ce 时 ， zo<g( B«cb, 函数 OEWER < 
目的 最 小 值 m0; Ka s Os eco uL ， 和 


0 E 
BEA pm o 
从 而 77 bilim Qo, i ~ 
Each AFE. diit, 3-4. | 
( REGES oo | 
ior C o im pesg, B 


Hi (24) 得, 当 aice 对， 


gD NE 
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Bir i—0 到 积分 得 . 
i 1 disi 
Jy "WGG) d AT 
etti 1 u 
从 而 [| PTO) da —4, 
”在 上 式 中 全 t0, 
全 äg . 


一 办， 


所 以 , 如果 积 分 
m . dd 9X "E 8 
是 发 散 的 ， 那 来 [EE dolce, BK B<teo. 同样 ， 
如 时 积分 
da 

aco g(m) | 

是 发 散 的 , 那 来 aem — oo, EM a> 
总 之 ， 设 解 o=o ORREN acte, EI 2) 

n, 

Tim e(t) ^e, » TEA 


ao ,tt 
pee pp ge 
FE a | foe on 
Usu paso com r sam atu T e DISTR T Eu 
E 
m Ako 
1. RPO a CO RU rCOREREX BI AAA Pi BE e ge 验证 下 列 方程 
满足 初 信 问 题 的 解 存在 叭 一 


» 线性 方程 O DU oaa 


3» BERDE AE PHOEN, 


2. 分 别 求 出 方程 | 

- E E D. 
rum mi 
HO, 0X CI, 0) 为 初 信 的 解 . 


3. 求 出 方程 


208 IOE Gr iR SC EG 


dz | . 
uU (In zy dut) 


LKA, DAIEN. 
$. 试 求 微分 方程 


acm 
PEMER z(0) —0 的 解 z=pG) 的 近似 解 px(s), e: D, ox, 36 B T8 
Wee OX id X i1 aoi. 
5. 利用 逐次 逼近 法 求 方 各 
Fert 
适合 补 条件 2(0) =L WEDE $i, 的 们 。 并 估计 第 二 次 近似 解 与 真 
解 在 + 一 地 处 的 误差 
6 求解 积分 方 各 mE 
voz f, Uo) 9G)? GO Hs, 
其 中 POM OEKE aci cb 内 是 连续 的 . 
了; 利 骨 深 次 通过 法 求解 下 列 初 值 问题 
D gams, sQb-$s 
*3) $2 pl gz(0) 一 zo, 其 中 PO 在 区 阅 e«t B 内 是 连续 的 ，x< 
0-8. : i 
8. & JG, 人 也 是 连续 的 , 斌 
证 微分 方程 s 
(7 LEG, o 
WHS—M sp( 人 的 最 大 存在 区 同 是 meme om, 
9. 0, nm AID e axtuB, — coe hn ARGIS 3 
且 对 于 任何 [a, c, 8) 存在 办 >0 使得 | 
28.24 «UNO (aede, ee " e) , 
试 证 微分 方 各 | 
SS eG, a) 


82 Hir 207 


的 每 一 解 的 最 大 存在 区 间 是 avic, 
10. 验证 2G)—0 和 .2 一 2 人 (i Osas2 m 
dr 3 


Sr oQT gin 
di 27 


的 解 , 并 讨论 该 方程 在 怎样 的 区 域内 适合 定理 2 的 条 件 . ' “a 
*il. 设 4 人 和 wv) 是 闭 区 间 a<t<6 上 的 连续 函数 ,并 且 当 aecfelb Wy 
Ou, 


MEDET wf roseas 


PAEAS ， 
uG) Eto exp(f "uds ) 
*I2. ER g(z) 连 续 , 当 nero 时 SEED. 存在 ,并且 


-lim Ps 
PIE 


试 证 : 在 含有 x. HEAKKE VCRBA AA. 
13. NOE. 
dro zin s, 当 M v0 时 ， 


dr d o, m 579 时 ，， 
讨论 是 否 满足 初 值 问题 解 的 存在 叭 一 Nr 求解 读 方程 并 确定 解 的 
唯一 性 是 否 成 立 ? 
1. IG, omi ED 在 全 平面 上 是 连续 的 , XR ag 
Eo, 2)] «A B|z|; 


其 中 a0, B>0 Ras, dumm RESI h 
sey po 
T , .| 


BE 一 9(D 的 最 大 存在 区 同 是 -=<ti<te | 、 As 


TERT S 1 


BITE, Se4 THDXH XE PORE ML D: VEU] 0877 RUE B Yr dE ME — PE 
定理 , 在 证 明 过 程 中 , HEPREAA. 为 了 避免 不 必要 的 看 氨 。 
我 们 来 讨论 它 的 抽象 形式 , MERREM, 

定理 1( 压 缩 映 象 原理 ) B l 是 在 闭 区 间 w<t< 有 上 省 定 
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ARRA o 的 某 一 两 数 族 , REIR PE. 
1” 对 于 pcn, FERA M0 使 得 当 wkE 时 
lg( M s 
2^? Ani ERL, 2, H eO S aries B E — 致 
收效 于 o' (9; HK pP c 0, 
9? 对 于 pgpE0, 存 在 A4(p) ER 与 之 对 应 ， BB A "T "mi 
idi» O qu ghe ds 
4^ FENT 1 WERS O,0-—6-1, OH pu, Qu QE. 
| A Coli om A (ga) d pa | 2 (D 
RE [pl = sup HOIR | 
Jib AZAP XE -~ düo cO 满足 
Alp T gt. 2) 
E (fECQSCO HEURES C : ZEE 
pic Ap, 2 Alp, * DE TL. MEE | 
EPRE B’, PEREL, 2, e), V. 
| KK, po is Pa— qu, Lio) A(m), 
gs 一 P= ACP — A qo, 


Lo — ape D 
根据 不 等 式 (得 到 
lps — p= LAG —À (po) Ere -Pol E 
Ígs—osl o | A(p2 Edip «01s i eto — eL oU 
一 般 地 得 到 hpr — Prl AM Pol (k= 0, i, 2, --). 
但 0-9 cl, 所 以 级 数 生生 下 d 


" I»: rien iore. 
"—— akak i i z | 
eO È k= SNO ELI i. " ut " | 


BL vc s. f Ut. 


$2 压缩 映 象 原理 ape 


deasie8 上 是 一 致 收 笋 的 ， 设 它 的 和 为 w' (, M aE ex 
PSBOp—BSHUBCHIUT: et 0), 根据 性 质 2 ， P “EQ. 
由 不 等 式 
[APS ^A) <Alle — pl C 
SEA A Coi Tk oect«c k Sl UP Al), ESF 
[el Pra ACP), 
令 天 一 十 cp 就 得 | 
PARI. 
ALFE gE RE. 0 
HEt. im3R p E O pA RAAE 
AE 2. Q-4(p), 4 
3E p pp- Ag) AP) 
RORREROOR | 
pole i 
从 而 |w 一 弛 一 0， B e-o'. EE 
— D 13 WO IEAEBURIR AETHER A TE 


(00. 80 -a f, f, sd 
的 解 的 存在 唯一 竹 ， 这 里 JC, NUR S1 o mL A dp, M 
Fi, DHE litl ss 1o ol b LI Hae sdb ideis 
FG o) - f, r) | < [a aj. 


| BRIG o) RRR M, he min ( a, 3 


du ORARE 0201, Aim min( h, 性 
Taro xb eg id Rieti Q— set 
并 gi een B^ c TT Suo 
" dee -as MEN 9 
BR, O 其 有 性 质 1" 和 2 D sod u 
HP pE EL AQn-d dB ES3 86022 H uw, 
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v) mas | f, o) ds. E) 
由 于 当 wpEQ 时 ,不 等 式 (8) 成立 ， BEI f, o0) Elik 
上 是 连续 的 , 从 而 PO Elitol «a 上 是 连续 的 , 并 且 
(yO ~ f, fe oca | <M jtt, 
所 以 [dr (E) — ao | M LM Ab, 
MPE Bibi 4) SLE 4 CREER. 
下 而 证 明 它 具有 性 质 4 如， 设 pu COH 
Va) mne fE, o ds, 


Va) =rot [^ fs, pads, 
BEBE 
IG) — 6 1 1 Cf, a)-e, paas | 


<N|f imo-eclel 6 

但 [pu(9) 一 gs | <le pal, Brel 
Hin (D ~pa) | IN tto] 1s pl SN hjm pal. 
Hif i 

LAtp) — AQ [7 lya ~ RO o —osl. (8) 
BILE, CL) 根据 压缩 喘 象 原理 ， 存在 唯一 的 % 多 在 
| 一 如 | 所 加 LEH, n o l 

| e" —e | «b 


及 o PO mM CHODEC- 


: 从 上 面 的 分 析 看 出 ， 为 了 证 明 由 (名 湛 定 的 变换 4 满足 还 缩 
英 象 原理 的 条 件 ， 我 们 只 得 在 更 小 的 区 间 S folem. 上 讨论 。 能 
否 拒 区 间 扩 大 到 | 一 如 | 入 HER 我 们 知道 应 用 逐次 逼近 法 时 的 区 
闻 是 | 一 H| 志 名 这 样 压缩 映 象 原理 还 没有 完全 包括 开 次 道 近 法 . 
为 使 它 能 完全 包括 逐次 至近 法 ， 我 们 把 定理 寺中 不 等 式 ( 了 I) 的 [pl 
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的 定义 改 述 如 下 ; 
lel max (777 [eC |}, 


这 里 友 >0 是 一 常数 ， 加 Easits 上 的 一 给 定点 ， 这 时 ,定理 
工 的 结论 仍 成 立 . 


事实 上 ， 8 È jorma- al< 
Se nd NO —ex() 


在 ax iB E—8ük &, (B 但 e FI mma 6879, 所 以 
e Gom 3| PEIOR (DI 

在 a<t<p LJ SORS, 从 而 级 数 
pt 3 Dos) -wm 人] 


在 a<i<B EJb— HOO. HUS, 容易 得 证 定理 的 结论 . 
现 把 二 述 推广 用 于 例 1， 设 是 在 闭 区 间 上 # 一 如 | e 上 适合 


"AL goj 扒 知 级 数 


x : 
|o 一 oo] «5 (7) 
ERRARE., Ti, 它 适 合 性 质 1° 和 322"， 又 由 (二 决定 的 
Alp) =p ATEH- i| «^ 上 适合 条 件 (7) 的 连续 阵 数 是 有 定义 
的 , 并 且 当 | 一 和 |] «A 时 


MOD E Iu fG, COL [<x lt-oi atis, 


所 以 A(p) CO, ISNIEUURSER QD un, 由 于 当 | 一 l <h n 
不 等 式 { 辐 成 立 ,所 以 
gas chers «779 | pa (8) — es (9) | ds]. 
当 isto 时 
Ott p (8) — pa C8) | = e77 *79e-" 9-9 1o: (s) — pa (5) | 
«e t Pigi—gnl. . 
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所 以 | 
etii hi) ie | ds — os [Nos 
= (1L-e-*9-9)lo, yl 
< (1.— 7566-9) In -ed. erat 
ER, S4 ines M 
cope) pd | xe hos pal, 
从 而 
eng) — da | papal P Nemea. 
(le — o. 
naen ?»In—eosl 
总 之 [js — bad < (167979) loi pr], 
JUR 6— (.—47 6-9), 35x: 0<9<1， 所 以 A 适合 定理 工 的 条 
件 , 从 现 得 证 积分 方程 在 六 区 阅 1# 一 如 | < 太 上 存 在 唯一 的 连续 解 . 
: AA 和 用 压缩 呐 象 原理 证 明 隐 函 数 在 在 定理 ， 设 二 数 
Pæ, y) m 2760. ar v) 2 la-a <a, ly-ml < 上 是 连续 的 ,并 
B 


5i. 


0075 Eo ui -0, aketi waei ^ 
TREER HEURE JOEA | ， 
FG, y (2) =0, ye0) =W, 

证 afta TA n 的 连续 性 及 (8)， 存在 r>0 使 得 


ja 一 ml «r, 19— -go| <r = 


时 o PG Y) wo, MEM 
不 妨 设 存在 常数 m0, M 0 使 得 当 |* 一 加 | &r, ly— ol<r 时 
< of, y) AF (s, of) 
muÍUEGL«M (a-mi soa) 


BUT (8), 存在 0770, GERE E |o l< 时 
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|F (s, yo | smr, 
了 下 区 间 12 一 zj 和 3， Q 是 在 [2 一 xo| 所 上 满足 
pleo 4e, Ip GO — yo| e 
的 连续 函数 全 体 ， 显 然 O 适合 定理 鞋 中 的 性质 1 和 2 
对 于 PE mAQ)-o SUB l : 


9G) me) — 3G, e) 
(R VODE Ee, D). 
Hà bedele) y F 92) —g» 
Ia) —sol e | eG -u-i FE 002): 


<loa) s t F Gs p) FG, yo)} 


ES yo) |. 0) 
" . ad 
Fæ, PE) Fs, " 
_ F(a, mtot (p —y)) (p(a) — "» 
所 以 


[9 -wm 9 Pe) 


1 FG, c) 四 一 ue) 
M (99 . 


= |p (e) —wl- n 
s pe) — yol (1-7 ， 
出 上 式 及 (9) 式 得 
IJ) gl «clo (2) — io (1 — 09) e 


«(1 y nor, 
WiblipO B A() CO, - l 
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车 du AGO, a AQ, 那 末 
1s (6) — d 2 | 
= | mG eG) -F CO (æ, 6) - FG, 0G] 


= jala — ple) | j- aF (e, pr) LED (er Gea 


«(1- Pa- 


所 以 lAo) - AG) | (155) leon. 
Eb, SERE UA NRI. MT EREE EMRE, 


5J 
1. RUSPEAREEÉRE ECRIGEES, 当 |%| 充 分 小 时 , 积分 方程 
| et -a[ EC, secs 
存在 唯一 的 解 , 这 里 下 人 四 在 asi, sab LEZI. 
2. M SP C te) <0 IH, SEHR ETE M, 


3. 利用 压缩 映 登 原理 讨论 线性 代数 方程 组 
Ax-—b 


dou — ed f. 


83 方程 组 解 的 存在 、 玲 一 性 定理 


对 于 标 谁 的 一 阶 微分 方程 组 


d ， 
-—-fit, Su, tU, $4), 


ders = fat, 8a, t, s), 


di 


BTARANRRRARHATRRRREERLEAR RR FR 


—fW, gi, c, T4), 
假设 函数 Fa, m, o, 2) GSL, 2, ^5, OÆ nti SE 7 TR] FS EC 
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域 D 内 是 变量 i, ey, v. 的 连续 函数 ， Go m$, nn, a) 3E D A 
的 给 定点 。 初 值 问 题 是 ， 求 微分 方程 组 的 解 e, pu) Gmt, 2, 
ey mM RARE 
9, 723? (j—1,2, enn), 
ESSE REO S. 
zu ' Ji, qi, t, S) 


ool * | fa, au E me o? 


! Ca REF "E d) 
那 末 方程 组 ( 可 写 为 向 量 形式 
dæ ， 和 
m =f (t, æ), (1) 
Tri 48 ARE PI DI m 
æli — a9, 70 70 (3 


方程 组 CD) MURHÉ ER ISURE IER f E HERM, 与 $ 工 对 于 一 阶 
方程 的 情形 类 似 , 证 明 也 基本 一 祥 .， . 

定理 1 对 于 微分 方程 组 (TD , 假设 

1° ft, a)dk D Wu t, oc GE HEAR IG 

2^ 对 于 也 的 任 一 有 措 闭 子 域 Du, FERR W>0 使 得 当 
G, m) (i, as) 属于 D. 时 满足 李 普 希冀 条 件 ， 

fG, -SE w SN jæ, EO 

WK, HF 09, 27) ED, 微 分 方程 组 (1) 存 在 唯一 的 解 n p Xo — 
t B) MEIER BEEN 


. pto) =a", 
a RI ELS HE ARR REGE GEH, 
首先 , 取 a0, 5>0 使 得 
R, [i~t] eme, ]e—ao «xb 
位 在 卫 的 内 部 ， M mex |f, a], hmin( a, p) 在 
1 一 如 |< 上 讨论 满足 条 件 
MORTARS m 
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E] HERE Ts EE ft pt PO e bc a 
TIB SG, w R EXP m REFERERE GO, E 
lel; max 人 "ly (e) p. 


并 设 Ap) b, TIE 
bet fs, pds, 


WE PEA HI AG) E09, 且 和 $2 一样 可 以 证 明 
Mpd- A(e |& Q.—e7 lei— ysl. 
因此 , 根据 压缩 映 象 原理 , 存在 唯一 的 o^ CO 使 得 


S =S fi, o G)ds. 


从 而 得 证 定理 . 
NIAE 
20,48 gp 2 
i Tz e(t F rz TU [x3 ’ h t t (4) 
初 值 问 题 是 . 求 它 的 解 n p (3) (cec B WERE, B 
P (to) 一 oo Plo) do, os PIi) maf, —— (B) 


这 里 (ho， £o, o, Ub ar?) IAE, 
”定理 多 对 于 阶 微分 方程 (和 ， dg. 
O I fü, m, m, o, a) de nl IERI MED PLACA 
i, o, m, ee, oo 15 NE 
”25 对 于 D 的 住 一 有 界 闭 子 域 D 存在 常数 >0; ERR 

等 式 

|f (65 m, m, s, a7) — f, „as gs, t, age) 

KN {|a -—2|?-- je "E I. Te a- Spp” 

对 于 D. 上 的 任意 两 点 G, ta, nes P7 RC a, n, a0) 成 
立 。 那 林 存 在 唯一 的 ww 阶 可 微 菌 数 ae (act, Ek “< 
tB KRENE (4) 及 初 值 条 件 (5). 

这 只 要 把 n 阶 微分 方程 化 为 一 ioni Qn, Ex pu 
工 就 得 证 该 定理 . 


La 
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3 
1. &EOERERU ADR ADR GENS, 二 阶 微分 方程 


d? 
quf (s 9 A) 


EH T] t Re aO TEE E HOE XR, 
2. RARAHI RHR TERRE 


de 
d 55 


D te 
di 


满足 初 值 条 件 (00) 一 y (0) 0 TIBERI CCAGEHE zs G) vaO, FES 
9.1 上 估计 误差 . 
3. it rsp HOE aieo 上 是 一 阶 微分 方程 


dix 
WC fü, £) 


(ER, pO a«i«b -RAT eU), $C CAR atab), RE. 
.844) 也 是 二 阶 微分 方程 的 解 。 这 里 假设 FO, 2 EEREN : 


$4 ” 解 对 初 值 和 参数 的 连续 性 定理 
微分 方程 


da 
rf i 1) 

满足 初 值 条 忻 
& (fo) 一 2o l (2) 


一 的 解 , 因 初 值 Go, zo) 的 变化 而 变化 ， 记 它 的 依赖 关系 为 
| gent to, £o), ` 
即 在 某 一 开 区 闻 act] 内 , 它 是 + R E T R MUR 
-APh lo, f) pt, Pl to, m9). 


OM E Q (To; to, To) = to. 
自然 «和 8 可 能 依赖 于 to, 2o. 
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本 节 要 讨论 2 是 否 是 (如 ,so 的 连续 函数 ? 这 问题 是 有 重要 的 
理论 和 实际 价值 的 ， 因 为 初 值 bo, co 是 实验 测定 的 ， BIER AUGE 
差 ， 如 果 初 值 的 微小 变化 引起 解 的 大 变化 , 那 示 所 求 得 的 解 就 设 
有 多 大 价值 了 ， 轩 此 ,我 们 有 必要 讨论 这 一 问题 . 


微分 方程 
di 
PX (3) 
WEWER DH o0. to, e) JE - 
w= tg (t— tataro tg to), (4) 


Hr CO E HS, ZEE (3) 的 解 是 初 值 do, so 的 连续 函数 ， 得 是 , 24 
和 一 0 HEH 
s= tg (£--aretg to), 
它 的 存在 区 间 为 一 六 一 azo igno t T ure tg zo, 因 so 的 不 司 
而 不 同 ， 


Igi pic ftt, o) dE DX D 内 是 连续 药 ， E DEME—EUC 


子 域 上 关于 «dE GERE RAE, BECK e, oo CD 时, AED 
UAI =pl to 2 存在 是 唯一 。 我们 在 81 中 是 
利用 逐次 通 近 法 证 明 的 , Ei 

go (f; fo, 2o) —to, | 

Pilt lo, Zo) =fo t f FC, pols; fo, to) ) ds, 


PaarsanwuPRR ERE CERAM BR RN 


t 
Perilh lo, zo) mot 上 f (2, Pis; to, zo) )ds, 


并 证 明 os (5s to, pe NM E SC CC pfo, 2). E 
易 看 出 , Pel; fo, wo) JE fido, to 的 连续 函数 ， 如 果 上 述 一 致 性 不 侈 
是 关于 + 而 且 是 关于 do v. 的 ， 那 末 Plh do, wo) 是 三 个 变量 的 连 
续 函 数 . 

但 是 ， 上 面 没 有 说 清楚 (t,to， %) 的 变化 范围， 也 没有 说 清 站 


Lucii fr id 
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LEXRAREIITiBg—SbWES TARERE T AM. 
定理 1 MRSC DEKR D 内 是 连续 的 , de D 的 任 一 有 
RETREAT PERERA A i ep) E a E 
NEES 上 上 是 微分 方程 (四 的 解 ， 那 末 , TEO, 使 得 当 ri 
Sa, [eom tG | o 时 ,微分 方程 介 DL (lo, 20) Z9 EEUU AE v- 
9I fo, zo) 在 闭 区 闻 ri Pra 上 存在 。 EXT t, do, so Ee A 
域 A 
U. tTa, nruixos ra, | ms — (io) | 9 
ERER BS. 
证 ”我们 主要 应 设法 选取 v, 使 得 逐次 通 近 序列 在 如 上 一 致 
收 敏 、 为 此 ,我 仍 应 用 压缩 映 象 原理 . 
由 于 当 rots 时 ,2 一步 ( 信 是 方程 的 解 ， 所 以 积分 曲线 完 
Ze D K, MFE 加 六 0, 使 得 闭 域 
,rt (| sm 
Sc4 Ade Dg. HFG, 4E EXT o dE EUER, 
所 以 存在 WILO0,qTROAESN 
IFG, 20 — f, 2 (EN e e 
XPHERIG, m) EQ, G, e) CQ IRE. 
Hk q—m677 079, EARR O 是 在 朵 区 间 asir 上 满足 
十 述 条 件 的 连续 应 数 全 体 , 当 p CO I 
|o] — max fe ^ pO) ~ PD [ sm. 


显然 这 时 
ool eb 一 由 © 
从 而 PORFA E, 
ik AQ» =y, T8 
xm oo 人 F(s, 9 (3))ds, (6) 
BR, pca N, JE Pp( 介 ) 是 # 的 连续 画 数 , 所 以 x Q)3E rit 


220 ADDE GOGROCDERUEACGER 
«rs 上 是 连续 的 ， 又 因 000 JE CD MIRI, BR 
POPAS FE VO. 
上 式 减 去 (6) 式 得 
|) x CO | Db Eo) xol 
IE tro, YOG, og]. 
HF eco -y [e m, BELA 


If (s, bio — f (s, e()] «NI —o(21, 
Bí 34 (5 to wo) CU 时 ; 


IO aC Eco |f. Nin — eae. 
根据 不 等 式 (5) 得 


|$ CO —x C) | &n | i y Nest 2 


— gn (etti —1) m 
即 e 7175 | x | xm, 
这 样 , 5 oC Q Bl AQ) ER, 
AUR P, ER, H. a= A(9), xe A), IE 


EROTTI | = jÓ Lf G, 9 (3)) —f(, IO» 


«||, ro-ro a]. 
与 $2 一 样 ,可 以 证 明 B | 
e7 79 | e (1) — xs (0) |  (1— e 07) 1g! — gl, 
从 而 、 
[=el 14 9 A (9) || em) Lg — gl. 
HDAEPETUTIITITSELPSTINE WER 
go (fs fo, zo) i (1), 那 未 逐次 通 近 序列 . 


$4 解 对 初 值 和 参数 的 连续 性 定理 221 


91 Cti fo, zo) 二 0 十 f FG, Pols; fo, £o) ) ds, 


MRuUSRRRRRAPTHARTPHRRTRuUTRATATVIR OI ISP "e ^ IT Rc iU 


(7) 


对 于 (十 和 c) CU RAER, JEB. Pelt to mo) Je Ch fo, mo) P) 3E 
BEI, k- 十 ce 时 它 在 过 上 一 致 收效 , 它 的 极限 pli to To) 
EU 上 是 连续 前 ,并且 
pLi; fp, so) masc fG, C fo, $9))ds, 
即 (5 io, zo) d 98 23 2) RE CL) i RB AR PE CD 的 解 。 定理 证 毕 . 
(d 2r TUE HE SEHE EI ER SERRE, 往往 含有 参数 ， 例 如 ,在 积 
分 电路 的 微分 方程 l 


ROT wy) 


H, R O 是 参数 : 又 如 nasaan 


Te 和 + 了 sin gp 一 0 


机 ESH, g 是 常数 ，RG RER 吾 和 电容 0 的 不 同 而 变化 ， 
TREE 的 不 同 而 变化 ， 我 们 知道 , 物理 过 程 中 的 参数 是 由 实 


waves, 因而 必 有 有 误 佐 ， 国 此 ， 有 必要 讨论 微分 方程 的 解 对 参数 
BS RE 
一 般 地 , RUHE AE ORC OCA ZEE 


f, v, p), 2 (085 


B fF, e, i) TEDEIR G AEG o, 内 的 连续 函数 ， 这 时 对 于 不 
同 的 ，(8) 对 应 于 不 同 的 方程 。 送 界定 理 的 方法 ,可 以 证 表 
定理 假设 了 (ft, x, TER 全 内 是 连续 的 , 在 O 的 任 -~ 
有 界 闭 子 域 上 关于 z 满足 李 普 希 北条 件 . L =p noie 
tra 上 是 方程 (8) 当 poo po 时 前 解 , 以 (o, 20) AWN, WEEE 
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7770 使 得 当 Tp 一 po| «m 时 方程 (8) 以 (o, 9) 为 初 值 的 解 z= 
Qs; uME riis. LEE, 3E BL EE CC, n) BEI R, 

yog Sume 9j e erii d Sum. 

WE f, m, n) RT m, qe WELLE RARE, 那 末 可 以 讨论 
微分 万 程 组 


Z fG, o, p), 


z-o 
i iE HE PE s 5. 
g (lo) = 2o, Hla) = Hte 

的 解 2 — p (ls po), = Ho. 
从 而 得 证 定理 2 。 | 
3 m 

I， 试 求 出 下 列 方 程 以 (#0, OWWA HERDER 

D 学 =3v+o o. D Aoire, 

2. Warp GRA E 

Ales 


Uo. uu PENER APTAS o0, deir N 使 得 当 n>N 时 
excita [— +e, 2e] tete, tacit cin | 
le G) tg i ce. 

3, 设 4 一 pl) 是 方程 E cadit 的 解 ,适合 条 件 pa (2). stir 
TERENEM e XI A,B, 存在 N, REN n>N 村 pO 

A dsiaB LEE, BEKKA Elpa] e. l 
4. umma, De | 
5. RUDE D cat Å reco 的 解 的 表达 式 ， 并 直 此 讨论 解 对 初 全 
REI 
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6. 试 求 下 烈 方程 以 C0, 从 为 初 值 的 解 ， 基 由 此 讨论 解 对 参数 B UR 

t: l l l 
de 

1) =1- ue 2) VI pH, 


7. 设 wl 间 是 闭 区 间 tox iei 上 的 连续 函数 ， 并 且 当 died HRE 
荐 不 等 式 


uc) «f Conto) fas, 
其 中 a0, 82-0 是 常数 , 那 末 下 面 的 不 等 式 成 立 
ul « P (oo — 1), 


8. du fn oQ ERKA orb 上 是 非 负 的 连续 函数 , 并且 当 << 
teb 时 


DIC «ec Bf u()w(sds, | —— t 
其 中 a>0, Bl0 是 常数 , 那 未 当 aastad 时 
u cuu lam ， 
9, EIG gO, YORAKE ostab 上 的 连续 函数 ， HOM atab 
Bb FGO, 


vg) + OTOL 
HEH a«i«b 时 ， 
y) «Gf. SOO as, 
[Px 2 RO =S Fiy (eyde, Him JR irafo, ] 
.利用 第 ?或 8 题 的 结果 , 证明 方程 
d Z fG, 4) 
的 初 值 问题 解 的 唯一 性 定理 . 


ELES 解 对 初 值 或 参数 的 可 微 性 定理 


对 于 微分 方程 
Ef 由 
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假设 f(s, 2) 和 PU ERR D AEREN, BKI 
(fo, mm) 为 补 值 的 佣 
$—9 (i; fo, fo) | | 
对 to co 是 否 可 微 呢 ?这 就 是 本 节 要 讨论 的 问题 如果 
z= Api; to, to) 


存在 且 连 继 , 我 们 试看 它 应 适合 怎样 的 关 泰 ， 这 时 ,由 关系 式 
uo? fo, £o) c f (1, p(t to, Zo 


Pd we 求 导 ,并 形式 地 交换 导 微 顺序 得 
d Op (t io, V) If, rQ: fo; Zo)? OnE, fo, ma) 


di Qua x i Cd 
pít ta, wo) 
Ep —— m - 2 
适合 线性 微分 方程 
dz == of (t, 9; to, mn) ) | s 
dioc rs 7 (2) 


称 (2) EMA AEC EFIR om ps, zo) 的 变 分 方程. 因此, 如果 
Ops fe P6). Fage, NER t MAE AA R OD MEAE, Fon 


qa; fo, fo) 7o 


得 -Belis to, a. so | a, |) 


T "fa 


HON EROR EERM A EPEN.. 
定理 1 对 于 微分 方程 (D， 假 没 7 oq Us Ept 


D REER, KE e—i b (De rostra LENEA W 
末 存 在 9> 帆 使 得 当 人 mo) 满足 
TI oTa, [a9 —b (Ro) ] «m 
Ei, 解 pCi fo, zo) YE rsstsra 上 连续 , 它 对 如 和 mo P SEHR 
Op fo, vo) i ÕP (f, fo, To) 
to 


Da 
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存在 ,并且 潢 足 变 分 方程 2) 和 初 值 条件 
Are 49 | Lf m) (4) 


d-id. 


ERG. 
证 根据 84 的 定理 土 存 在 
U, rimi, Tum aod xm, 
使 得 解 m-p(to, xo) 是 口上 的 连续 次 数 , BHARXEDOGRXEERSI 


Pis to, m) mie [^ F(s, (2d, 


GaU, fo, Tw) =2o t f fs, Pali; fo, t9) de, 
<5) 


PT 


t 
Suas s tos ap) eae | fs, gun fo, To) ) da, 


— Sici AARRE E 
. S IOS ERA HORLGEBU ET 3H] AEEA, 由 (5) 逐 次 


得 证 : Ppr Cs tos Zo) 存在 , JE ELS (5 to, 00) ED 时 ， 


Opal to, 2o) 1 
Qvo ? 


Opa (fs fo, o). 
Oro 


=1+ Í f, o1 (s: fo, 20), Bpr (8; fo, 9o). y. 
fe es 2v , (6) 


R4AedbécuerEIARRASAARRÉ Arno usaron rid an bl 


On a (s do, y) 


=1+f Of, mx (3 fo, to)) , Ops (s fo, Zo) ds, 
m ee Qvo 


PT 


BE | £5 k nET eol EREK 
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48, 那 末 当 C do, 29) CU Rf, 
| OLU. mf Sce qui gue, 


LE 20) EAE TTE 


de | Of(t, p fo, eo): "E 
dto e 


适合 者 值 条 件 z(to) =1 的 解 , 那 末 
OO 人 (7) 


现在 证 明 ; 当 p» 十 oo 时 Pn 9 一致 政 敏 于 (的 .由 


ZEROA CD) 得 到 
pr lt ta, to). OS 


tg 


-f 8f (s, Pels: to, te)) 1 Ens e) —z(s) las 


xf Sce fo, m)) _ af{s, oCh fes e) tds. 


hs Oy 
(8) 
iu | ， 
Iff [0f s, ms to, 20) Of (5, ms to, ro)) 
pee A Em às lows 


为 sw, Bits EGD si H lim px 全 如 29) m Pto, mE U E 
一 致 地 成 立 , 所 以 Tim ex 一 0. 


E (GI 


perili fo, vo) __ 

| Get re «Go | 
f rjad c as Lc 

ENSE EC) ds re 


KW 
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enl Onde To) ~lt) | 


- t r 
-EIE sil | OP fo, To) _ | | 
«I Ke Fe | 2948 fo, To), z(s) |ds 
pe tel, EM 
xg | 下 | 一 max e *t-*|A(0], 
Ti 


区 


mew did fes To) meS | 


sf gor | 
上 式 右 端 第 一 项 等 
(e Ki- pm. 


x e! 一 et r | on — y l, 


` I PPr 一 心中 区 ac Ein Oy — | 
所 以 | 和 和 
由 上 式 得 到 | 
oq OP EM —K iraro £m, — 
Bn | uo [< a-ere ise d 
BE -Jg En m9 cl, 
` Iim Op. - 二 
所 以 Im QU, :| 0, 


即 当天 一 二 co 时 S050 79. 在 g 上 一 致 地 趋 于 zC). AT, 


根据 范 数 序列 逐 项 可 微 性 定理 得 到 
Op (t; to, mo) — tm Opy i; fo, o) 
dm. 一 一 lim i EN =). 


aame h io T0) aE) ADERE. 

xa 6670 ict URUBE OHNE 
信条 件 (和 的 证 明 , MARAR EALER, 

gp De w 和 -tt t. 都 是 线性 方程 (的 角 ， 
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并 且 它们 的 初 值 分 别 为 Go, -F o 92) iGo, 1), 所 以 


ep (5 to, vo) ep (f to, So) — 
mam c- (1o, wo) — m 0. (9) 
对 子 微 分 方程 组 


t5 

z 5 s. y), a0) 
ur 796 00m, l 

BE fo SEDE m DL 在 区 域 G 内 是 连续 的 ， 如 果 “一 

pli; io, £o, g — dts do, mo, yo) 是 微分 方程 组 (10) DJ Cto, Zo, Yo) 

2 SHE RI TRE, GIGS 

Op (fs lo, fo, Wo) yes Obf fo, 2o, tjs) 


= 
To . Qn, 
` = plt; t s 70; Ya) — evt ip, €, Yo) 
和 24 (9e , fa T o 
IRA RU | 
PLOI P, h) - af, p. 4). p, D, 
(i1) 
" "mi 9, n arc 2 v). 
Nm - Mp, 
的 解 ， 分 别 适合 初 值 条 件 
Go 一 工 zalio 一 个 
E 23 (19) 一 0, za (io) — 1, 
它 前 证 明和 定理 工 奖 收 : 1 
MTAA. WMA | 
de, p e, n), alo) =t (12) 
maaie naor | 
do LY. iu, gp, D Lo 


和 初 值 条 件 。 p V (fo) = p. 
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THEE =p Ch i), 
Y= 
PS. 位 导数 
s PLE, Zi—d 
WEA EH 
day EI e, gu), s) Af, e, p), 10) » 
di ec C 
Epi, n us I ded e e 
apt, w) 
Öit 
S - af (t, zG, B), 1) OF, d 2: B) ag 
及 初 值 条 人 御 . 
z(t) =0 (14) 
因此 证 得 十 述 定理 . l 


定理 2 对 于 含 参数 上 的 微分 方程 (12)， 很 设 P(5 2, u), 
人 gn EE 2.0) dc a ARERR, X Ea 
9, p) & 9 8E (12) DL o, mo) 为 初 值 的 解 ， 如果 PG, m) 在 mi 
ix, 上 存在 ， 虱 末 存 在 q—0, R |a) BI e, 内 在 
nx, 上 存在 ,并且 z 一 -如 多多 jeu. B) 是 线性 各 方程 (13) 的 解 ， 
RERED, 

Y Te Ier 


dp, u) =f Of (s, pke, p), p) 
Ow ta : On 


Xexp (| Pfr, per, m), m) (r, 2C. P 22273 
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l. 氢 述 常 微 分 方程 组 的 解 对 初 值 的 可 微 性 定理 ， 并 导出 变 分 方程 组 和 
HE SE. 
2， 证 明 本 节 定 理 4 关于 EIOS 的 部 分 . 


8. Roset, 内 是 下 列 方程 的 解 ， 适 合 初 值 条 件 pC0,p) 一 0， 试 分 别 
Beo tok Ren o eonun 28 


mn 


1) t —1- ga 2) Th (x) AS uH, 
4. dE aviso, wo, Uode o, ORO 
3E cay, 245. ye, 
的 解 , 适 台 条件 


PC, Tos Yo) = Fo Ul, zo, wo) men 
RARLARIGERRESA AEA Ra -E D, 
5. 设 方程 组 


a =f Gri t3); 


u de ~ falar 23) 
有 周期 解 ,其 中 户 Czl m) 和 fan zs) 是 连续 可 微 的 ， 试 证 该 方程 组 关于 庆 
期 解 的 变 分 方程 组 是 周期 系数 的 线性 微分 方程 组 ， 百 该 变 分 方程 组 有 周期 
ws 13 

6、 对 于 方程 组 


dz 
up a 


dy E 
ur =r +y -r -—y*) 


D: PE x-—e08t, y=sint 是 它 的 解 ; 
2) 求 出 该 方程 组 关于 解 i cosi, y —sint 的 变 分 方程 组 ; 
3) 求 出 变 分 方程 组 的 全 部 解 . 
7. 4 2 30, iré 和 2 定理 1 条件 1?、9% ABRA AERO, 
WEE HE ARR SR dert 
Apnd -Alpol «01i al, 0-081; 
B Bb OXA 到 Qs, BIHER pe Q, da jac 21 REE 
[IB¢p, pD- Bip, dn) edd all, 
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试 证 Yn Ax) =p Bp. de)-— Ho Bee, dn) Bc £2 50 42 Ix xe g D 
Quar A Pn); Pasi = = ns [os i=l, 一 IE 
lim 1 pa = -Pos E Pd ito, 


8. 利用 第 7 题 证 明定 理 i, 


“$6 AI ER d; OE FB 
对 于 一 阶 常 微分 方程 
oem Nt 
ms 04 
& (fo) po ' (2) 
的 角 的 存在 性 和 唯一 竹 是 两 个 不 同 的 问题 ， BERT IR ide 
这 两 个 问题 的 ;, 秽 在 分 别 讨论 它们 . l 
首先 讨论 解 的 存在 性 问题 . 为 此 ， PRUNUS i 
FERME, 
.o 设 避 是 由 在 有 和 界 闭 区 间 wt< 了 上 有 定义 的 某 些 连续 函数 
.组 成 的 集合 如 果 存 在 正 数 M, 使 得 当 7 是 o PERA, 成 立 
着 不 等 式 
FOEN (asctscb), 
我 们 就 浆 函 数 族 Q 是 一 致 有 界 的 。 
. 加 果 对 于 给 定 的 80, 存在 仪 与 e 有 关 的 正 数 8(«)770, 4i 
amr o 中 的 任 一 函数 S liE «58, asit, EO 时 
en Vo fes. 
那 未 称 VEEE TP 
引 理 1 MR OS aixi .上 的 一 P T— 
Wk, XH OO AALSA, WREN 中 存在 一 个 函数 列 
fe 一 499) EE stab Liia, 
C GE 因为 名 是 二 致 有 界 的 ， BED EE BE Mo, ERAT 
生 昌 中 的 函数 时 ， 
FOJN asctscb). | : @) 
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EG, z)5E TE EF JEBIAUE R, 
R, oxtxb, —MzxM, 
WR), Q HAR f SG EE SEE EE R H, 
由 于 是 同等 连续 的 ,对 于 eH, 存在 o e 
是 正 整数 ), EEH), ast, t5 m, 
FO- E | «es 
了 了 成立. 用 直线 £—4— 
«tj (j=l, 2, 0, 
9^— DALEE R 41i 2^ 
AREER. MLET 
-t CPos*S E em E e) 


DENNEN 

TAPERNE 

1277 A 

0 
TE 


; 2 为 窗 为 e 的 小 矩形 .由 

TES NER EK HII 

mi L4: E E 

s | 绝对 值 小 于 eu BELLO 
m 4s 中 的 每 一 函数 的 图 形 最 


多 只 能 经 过 两 个 相 邻 的 高 为 ea EMEP., de 2^ AEG IE AER AS 
一 长 条 中 各 取 两 个 捐 邻 的 高 为 es 的 小 矩形 ,并 使 相 邻 长 条 中 的 两 
^ INREGE-H AE BER XE CES 4.5), EATER FEED 26 8 E xXI 
形 长 带 ， 由 于 小 矩形 的 个 数 是 有 限 的 ， 因 此 可 以 由 它们 构成 的 这 
种 高 为 281 钓 多 边 形 长 带 的 个 数 是 有 限 的 , 而 a HEURE IUSTI ER 
数 ,从 而 至 少 存 在 一 个 高 为 3e1 M XD S, Moped og 
的 元 穷 儿 个 函数 的 图 形 。 将 这 无 穷 宪 个 函数 记 为 Ha 


对 于 一 到， 同样 存在 SA Gol RERS. JU 


可 把 A 分 为 高 为 ou UN 0s RER, 并 且 存 在 一 个 舍 在 B81 中 
而 高 为 2e. 的 多 边 形 长 带 Sud Sa 含有 ua 的 无 穷 儿 个 函数 的 图 
JE. 把 它 记 为 Ha, 


$6. ROEXOEEUUDSON CD GEH $33 


一 般 地 说 , BOR CLE HE HE T RO 2e m ase 的 多 边 形 长 带 GS, 
以 及 全 在 S. 中 的 函数 族 pvw 后 ,我 们 就 可 以 作出 高 为 esi 一 -二 


BEEE Se MAE Sa 中 的 ESAME Mea. 
这样 , 我 们 得 到 一 列 函 数 族 nuo 1, 2, 0, 具有 性 质 : 
1? uuu 


O27 对 于 pw 中 任意 两 个 函数 f! 和 户 成 立 着 


[FD -PE | < MN (axt«c b). 


E Hi TOTIS Ha "BXÉCR SLT. J: 的 BC fa, UU. FE Hy 
ra SUR BT fa Ja «fea 的 函数 户 , BEAOSUTY EA EL HAC ER 
BON fu, Tertius BE 


| Fr) — faltó | ELA 


因此 , BAA AO 在 asih b gka SEE, 

该 引 理 是 实 轴 上 有 界 无 穷 点 集 必 有 政 合 子 列 的 维尔 斯 特 
拉 斯 (Weiesftrasgg) 定理 的 推广 TÉ ERE ORE (Arzela) RU CERE ER 
(Ascoli) Bj fg. 

定理 4 BREA f, EEE 

B, |i— ti] S&a, |z— zo| «b 
LERRK, WREKE H- tol sh bye xk S uf ot A es 
p ER RM. LEEPER, XE 
hmin(a, x) M — max [f Ct, a) |. 


证 ”这 是 皮 亚 庶 (Peano) 定 理 . 下 面 的 证 明 方法 是 于 页 里 
(Tonelli) 的 ， | 
TEE sebxr-h 上 讨论 Ek EARN, EKA temi 


如 十 二 如 上 定义 


M 
ES 


(a tx b), 


eG ( tei ^), 


A34 ineo WeSCA ENG 


EREE BE, EE hei de. hp, ht D «du 
lA Me TR DLE VL 


tlt 
PD=mt| fom) (9 
XA 
Ie) — m] «t (75 À-&)«Mh«b, — ^ (8) 


从 而 当 LE: AME 严 时 ,名 (办 位 在 B E; WME ROCE 
KE pm Eas 县 位 在 R E, WE TORE Ep 
展 到 区 间 MET: ^ E, 因此 ， "pL AX 


Rr, TEAREN "y 从 而 AOE 和 <stc 加 二 下 上 是 连 
续 的 . 并 且 当 加 si<St 二 时 
(0 [exG) 2o] S Mh, 
Kui | 00 deb [es 3-5, d 
所 以 (o, (1 6 1, 2, D bioth E 是 一 致 有 界 的 ， 


另外 ,如 果 t, Etot È h, BK 
le - -eci- "ne, n) à 
< 由 
如 果 seien hio ium 
| dei i2 lf "fe ZOLA 


«Mu n -( hA) ) «arra - 


因此 , 当 ast, Plo IN 
lex) 一 gD ME). 


86 上 席 亚 诺 定 弄 和 奥拓 证 德 定 建 Ras 
从 而 对 于 620, W =p BRT 5 4 
|o C6) — eu) | «67 
Bp (ou (D1 在 tot t ph LRR EER. 


EERE, FE (o0) BUT RA 0s, 0), EE de 
f«foth p—3uf dT BON e). EER l 


pE Fe, pe C8)) a- f MENO 
的 两 端 令 Ep 十 oo 得 
o emm | f, Ga， 


即 sg 加 是 微分 方程 (了 DD) 满 尼 初 值 条 忻 ( 如 的 解 ， 定理 证 毕 ， 
, 该 定理 只 加 答 了 初 信 问题 鲜 的 存在 性. 一般 地 说 ， 了 的 连续 
性 不 能 保证 初 值 问 题解 的 唯一 性 、 例如 ,微分 方程 _ 


的 右 端 是 连续 的 , 容易 验证 2=0 和 o=? 都 是 它 的 解 , 并 且 都 以 
(0, 的 为 初 值 。 拉 赴 伦 捷 也 天 (Jaapetrre 术 还 构造 了 -个 右 端 连 
续 的 微分 方程 ,过 每 一 点 至 少 有 两 条 积分 曲线 . 
证 面 的 奥 斯 吉 德 (DOsgoog) 定 理 是 关于 初 值 问题 解 的 唯一 竹 的 ， 
8138 yO ORERE xs<t< 8 内 的 连续 可 微 函 
*, BR 


EU PO (6) 
JR cs gt, (0), EU 
y) =z), 
MRH w<t<< 厂 时 
a) us EMO 
Np eicBm 
y) «s. (9) 


uk BM =h ih 
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dr 60-40 |. = vaD) ~ 9.0, 


所 以 存在 0270, Br08 Sedo tet 时 
z(£) -y CD «z(&) — (t) =0. 
如 果 (8) ZE acidi PS HUE, DFE i WE ei 使 得 当 
Tici Ai (SRS, M tt 
2(5) — (E), 


Amp — 40 5 yG, yE, s). 


Te ORE. MEORE. 同样 可 证 (9)， 
ri RIO c-gr-p PB SOropE BACHEOISE- 
FE, 9) - f (6, e) | Sollee], (10) 
其 中 oD sus Eu 的 单调 增加 的 连续 函数 ， w) =0, 
cu) 0(u0),3£ H. 
fus 
5-024 wlw) 
SEES CD) Uo, so) H PHEA TE i til <A 上 是 唯一 的 , 这 里 
f & 5j sg THIS. 
证 Hb s= (ÐA SA OE: ARS fo | «h 上 都 是 方 T QD 的 
解 ， HHC, zo) 为 初 值 ， 如 果 pO Epai), 那 末 必 存 在 i 使 得 
PD 4 935), 不 妨 假 设 toth Sith, Hi 
Pali) 779404)... 
g YD Sp a 
那 末 当 yD >0 时 : 


d —f, q)-—f(,vo»)- 


Soll palt) =P) D = o lG) «2o(y (0). 
` 设 :名 是 微分 方程 


= teo, ar 


CETO) (12) 


适合 条 件 z) —9 (3) 0, 
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BUB HESID ABS RDEA, fEESXEB AE OLD TP, 方程 (12) 的 
ME r= E —oo-td 中 存在 ,并 且 
z 7-0, Hm z —0, 
现在 证 明 ， 当 cisi R y> 不 人 然 的 话 ， 存 在 王位 于 
toC, 使 得 当 Enid RI 


yD 0, 
m yD =0, 
这 时 ,根据 引 理 2 得 到 , 当 f<<t< 丰 时 
zy, 
从 而 Ox) Ey =0 
这 是 矛盾 的 、 所 以 当 foci 时 (D>>0, 并 且 
zO y) 
从 而 Oa) qo) 一 人， 


SEFA. HE, PTEE t 使 得 uG AP), 即 得 
g3(£) ees). 
定理 证 毕 . 
Ei, TERM 
Eu, Ku|lnu|, Ku|Invuliln[Inul], -- 
Ax HERI LUE A C0) RBS EE olu). AA, SIDE F XT o EE 
dio ak ded, 那 未 初 值 问题 的 解 存在 县 唯一 


3 E 


l. 试 举例 说 明 阿 尔 采 拉 引 理 中 的 条 件 都 是 不 能 省 的 . 

2. WF a BARAKA a«t«b 上 的 同等 连续 的 函数 族 , 并 且 存 在 
M 0,152224 f E O Bui CST 

1/51 «2, 

HUE O 是 一 致 有 界 的 . 

9. ARMSTE BE EL Go, 入 ) 为 初 值 的 欢 拉 折线 , 并且 利 用 它 证 明 
ERTE, 

4. Remp ERNIE 
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zx . . 
3-49 


2 » 
dew C9 p pes 
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“定性 理论 初步 


微分 方程 是 研究 自然 现象 、 社 会 现象 和 工程 技术 问题 的 数学 
工具 之 一 ， 大 们 往往 通过 求解 措 述 现象 的 微分 方程 或 更 定 它 的 解 
的 性 状 ,来 解释 自然 现象 或 社会 现象 ， 例 如 , 求 出 两 全 天 体 在 万 有 
引力 作用 下 的 运动 方程 的 解 ,我 们 推出 了 开 普 勒 三 定律 , 解释 了 太 
阴 系 行星 的 运动 规律 ， 在 此 基础 上 ， 人们 进而 提出 一 个 关 体 在 万 
有 引力 作用 下 的 运动 规律 问题 , 首先 是 三 个 天 体 的 运行 规律 问 丁 . 
但 是 , 还 不 能 求 出 三 体 问题 的 运动 方程 的 全 部 解 , 这 促使 人 们 直接 
从 微分 方程 本 身 来 研究 解 的 性 状 ,以 解释 三 体 阿 题 的 运行 规律 , 从 
上 世纪 从 十 年 代 以 来 , 许多 科学 家 致力 于 该 问题 的 研究 .法国 数 
ag He nae (H. Poincaré) 正 是 环绕 三 体 和 问题; 研究 了 相 空 间 《 相 
平面 )、 奇 点 和 被 限 圈 等 一 系列 的 问题 ,讨论 了 常 微分 方程 定义 的 
积分 曲线 的 几何 性 状 , 创立 了 常 微分 方程 定性 理论 ， 这 种 以 三 体 : 
问题 为 背景 的 定性 理论 , 在 本 世纪 三 十 年 代 首先 在 无 线 电 电子 学 ， 
接着 在 自动 控制 理论 、 非 战 性 振动 理论 中 都 得 到 广泛 的 应 用 , 推动 
了 定性 理论 的 发 展 . ^ SSERDEIIM, BERAR EERE (A: 
M. Jiumynon) &j yr. f EBEE. E : 

本 章 介绍 定性 理论 和 稳定 性 理 褒 的 初步 知识 , 即 相 平面 、 奇 点 
和 极限 图 的 基础 知识 , 解 的 稳定 性 概念 和 稳定 性 理论 的 基本 定理 . 


$1 相 平 面 和 奇 点 


一 、 相 平面 


GARS A BER + 的 微分 方 各 i 
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e» 


称 沟 自 深 系 统 疯 捞 分 方程 ,简称 自治 条 统 , 其 中 (zx, y DICE) 
Ee, y 的 连续 可 微 函 数 . 
HARE ao, y 后 , TEA CD) XE EHE — R5 ie 
s=pli), yb) , (3) 
满足 条 性 pO = 0, P(O) — 9. 
显然 , mo p(i-o), 一 中 (一 0) 也 是 方程 组 (DD 的 解 ， Jia 1f 
3, xx mp o (£—o lica o, P 0) iss ge. ME 
g e—po(), g— 9) Ji Go, y) FE LRRIGRAR, W 
KEER, VOR YE RE mE 
GED, taD, JWH, POD, 
Bp XC Bh ERTE Ce, y) 处 的 切 向 量 是 (FC, 10, gm, y). ED, 
s FR PRU ER C, CO, OD) E BED 27 38H. CO 的 积分 曲线 ,而 
EE, y) BELEBI URGERE DA o— p, yb) 为 参数 方程 的 
曲线 , 称 为 方程 组 (D) fa R, Ri Ge, 四平 加 称 为 自治 系统 的 可 
ET | 
BEAHRUSIU BU BLAUE TOS ERU, LEGE Gr, y) 平面 上 的 
投影 ( 相 罗 线 ) EENE? dURa—uG), y—e() 是 方程 组 (1) 
HIE B, e Co, PFE EURE — MAINE QD 相交 
于 某 一 点 ， 即 存 在 在 和 ig MES 
pO mu, d Dm vis, 
RRRA teuth), ym e 19) dE OO PURI, DR 
UE iat) [iis mw e), 
vC ig t) lium] a) mb D, 
其 而 由 初 值 问题 解 的 唯一 性 得 到 
ulti 1) p), v(E- ts t) e(t), 
Hi e—u(id-ts 5), yv Su) fle p(D, ye) 完全 一 
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Sk. — 从 而 e-—u(D, y—v(D XE (o, 10 平面 上 表示 的 曲线 与 % 一 
o0), y— 90D PRAHAA, PRO, ALERTE RU 
AZE. 

当 pa)=a, PHA =b R, 相 轨 线 退 化 为 (2 9 平面 上 的 一 个 
点 ,这 时 

f(a, 5) —0, gla, 5) —0, (8) 

EZ, (eo, DEAR), ME o=o, y—5 是 方程 组 (D) 的 解 , 相 轨 
线 退 化 为 一 点 (e,， D). Ra, bos BEBE CD Bop Loin (D) 
的 平衡 位 置 

例如 ,具有 阻尼 的 单 皖 运 动 方 程 是 


To. 4529 Lf 9 sin gp 0, (4) 


XX B o RRA, EEK, b ARER, 9 一 重力 加 速度 .车 置 
-Ie ' 
gp, y— di 
WEO 可 化 为 微分 方程 组 


一 一 一 -$ sin sy, 


BR ehm, y-0 CEBI EE edu HESS 这 也 表明 ,一 
个 二 阶 自治 系统 的 奇 点 可 能 不 止 一 Te 但 是 ， RI 9 RO 18 
点 逐一 进行 讨论 . | 
ju a, b) R3 (1) o8 8 a, y—y-—5, HIE CD 

变 为 

TE fa, YD), 

E -g(E4-a, qb), 
它 仍 是 自治 系统 ， "me 0) ARA. A, 我 们 可 以 假设 
家 点 为 (0, 所, 而 不 会 妨碍 讨论 的 一 般 件 ， 
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HO, 0) 是 方程 组 (了 ) 的 奇 点 ; 那 未 
f(0, 0) «0, g(0, 0) =0. 


" e f(0, 0) B QO 9) 
zd 0 — CA B= 

- ag(0, 0) 0) 3 = apto 0) 

às , eV , 


WEO, OMRE 
(o0 Fæ, y) -awt Bya- X (v, y), 
g(s, y) = r+ Oy Y (v, y), 
KB X (a, y), Y (e, y) 1E (0, 0) PRETER N, E 
i X Cm, LM =0, l 
人 0 Ap? - p 4f 
lim F5. 
Gr 12 (0, 0) ge? 4-2 


AEH 0:46 (0, 0) 附近 可 表示 如 下 ; 


aen 7 


(5) 


Wip XC, 9), 
6) 

ze =yr ty +Y (s, y), 
Ap x. Y WERD). 

Z, CBE Hin ug 

Ay bp ie EL i XR EE CO) E p us (0, 0) KREANTE, 先 讨 论 
它 竟 一 次 近似 方程 组 的 相 辆 线 的 性 状 ， 热 后 异 田 十 一 次 近似 讨论 
(6)，。 方 程 组 (6) 的 一 次 近似 是 二 阶 系统 
DS as By, 
(D 


LN 
di yet ëy, 


BAREH REOR PROS 


当 万 欧 行 列 式 
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«5 — Sy #0 
上 时， 方程 组 人) 有 了 唯一 的 奇 点 (0, 00; 当 A 的 行列 式 为 0 时 ; 如 果 
e, 月 .7 省 5 不 全 为 0 例如 a0, 那 末 ow 二 By 一 0 上 的 点 都 是 奇 
点 ; 当 要 的 元 素 全 为 0 时 , 相 平面 上 的 每 一 点 都 是 奇 点 下面 主 
要 讨论 a56— Sy 40 的 情形 . 
对 于 方程 组 他 ?的 相 轨 线 的 性 状 ,可 以 借助 于 它 的 解 的 表达 式 
来 进行 从 第 三 童 对 常 系数 线性 微 身 方程 组 的 讨论 知道 , TODO 
于 系数 矩阵 AL 的 特征 和 值 的 情况 .万 的 特征 方程 是 . 
À—nm 一 各 
| 一 了 入 一 . 
1. 3 (4+8) — Alas — By) = (a5) +480 时 ， 有 两 
AAR ISLBS SEE Ef Aa F Ae, WM A 相应 于 为 各 知 的 转 征 向量 为 
i" E: (i), 那 末 它 们 是 经 性 无 疾 的 根据 第 三 章 82 的 定理 
2, 方程 组 人 7) 的 通 解 是 
& m haet Hr esa et, 
g 77 Crh Teatan", 


一 和 一 (ac 二 5)X 二 (a8 — Ey) =ð, 


(8) 


HIER (9) f. 
34 0,7 05— 0 R, J& Ar (0, 0); 
当 0100, ca 一 0 时 , 它 是 
g= eau , 4 一 Chr, 
这 是 从 (0， © HB RU S CO, 0) PPEEEEER, 25 A 0 B3, VOR TEE EX 
KAA 十 co RATO, 0); IP 47-0, BREH £9 一 oo BEES 
于 (0,0), 即 当 上 增加 时. 轨 线 的 点 远离 奇 点 (0, 0, 半 直线 是 直线 
hat— huy=0 (9) 
的 一 部 分 . | 
25 6,0, #0 it, (DAIRE 
g= phat, y — ost ae Mt, 
它 也 是 半 直 线 , 即 是 直线 


r 
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除去 (0, 中 后 的 两 条 半 直 线 . - 

问题 在 于 这 两 条 直线 (9) 和 (10) 能 否 直接 由 方程 组 (07) DE 
定 ? 由 于 这 厢 条 直线 部 过 原点 ， HETKEN k, ER CD) /e 
=k, Man e ELES 
ay C/A = Qr Bh) / (w+ BV, 


Bn € 
pie (a— 8)k— y ^0, 11) 


当 (—3)?--48y 7-0 t, 它 有 两 个 实 根 页 Mk, HEU, 直线 
(9) 和 (10) 的 斜率 是 出 方 各 《13 WER. MA, 并 不 活 要 求 由 4 
的 特征 向 量 ， 其 实 , 由 (1 了 D 能 决定 特征 向 工 . 

为 进一步 讨论 , 对 和、 和 的 不 同情 形 仔细 分 怕 ， 

1° AM A340, 

这 时 , (7) 的 每 一 相生 线 当 志士 oo 时 趋 于 奇 点 C0, 0. ER. 
当 & #0, c70 时 _ 

ET ha, 
即 是 直线 (10) 的 斜率 它 表 明 , 所 湖 其 余 的 相 轨 线 部 趋 于 (0, 0), 
且 在 (0, 仆 处 与 家 线 (10) 相 切 . 

HE -> oo 时 , Go (D), y CO) ATEA, ELEC RU IDE HR 

ARATE, IWDSALS ICA) EG. XO, AGO ERA 
A 人 

2? cha ho, . 

. 这 时 , 当 #> 一 oo 时 ，(7) 的 每 一 — 0), PHRA 
远离 (0， 0). "RE 5 1? e am, AAO, ORARI GR Hes 

3" 1750 Aa, 

XXB[, 34 0,550, eas 0 Bib, FHLEROH t-> 十 co $E £9 —o6 BTE 
趋 于 无 穷 远 , 并 且 它 的 渐 近 级 的 斜率 分 别 为 Br ko, 期 是 直线 (9) 
RI (10) frg boi 进而 下 以 证 明 , (9) MAO Re REM AA DEA 

REJ, ARARA, 

因此 , 当 MAN, HBRRKIERCZRE, HF 的 间 
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题 是 , 当 奇 点 是 结 点 时 , 相 轨 线 趋 于 (0，0) 的 切线 斜率 是 方程 〈13) 

药 己 一 个 根 ， 为 此 ,我 们 
看 一 些 例 题 . 

[f 1] 设 二 阶 系 统 


是 
Uu 
jd 7 
这 时 ,特征 方程 
A^ 8A--2— QD 
-0 Bj 5.1 


ATA MR AT (0, 0) REHA. 
TATO, 中 的 半 直 线 相 加 线 的 斜 蛮 天 由 
312 十 3 十 于 一 《28 十 十 (4-1) —0 


Utt. 所 以 太一 -3 ka= —1, 


为 了 决定 相 轨 线 趋 于 {0， 0) 时 公 切 线 前 斜率 ， RUBA 
y (0, D, WTO, 2) 
处 的 切线 指向 是 向 量 
(—2, 0). HTHH 
是 不 相交 的 , MO, 1) (8 
发 的 相 寺 线 当 # 一 十 oo 
时 趋 子 (0，0)， 所 以 应 
当 与 y= 一 2 HUN 
5.1). ] 
[9] 2] Wt— EE 
BR 52 SE . ` . 
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Lo 
di 


特征 方程 
)z 一 3 十 3 一 DH- -0 
和 有 两 个 正 根 工 程 8， 方程 (4 是 
2i? —3k-- 1 (25—1) (5—1) -0, 


[I h-1. ks—1, 


为 决定 当 #-> 一 oo BH 
HRR ADRAR, WA 
(0, 1), 40, DEHRA 
切线 指向 与 向 景 (一 2，0) 一 
至， 从 而 相 轨 线 在 t-> 一 ce 
Ri 8g AD PESE 1 (RH 
5.2), . 
A3] 设 二 阶 系统 是 


: -ml28y, 


r3 
SY 
di A 


-特征 方程 是 . 
AP—X--2-(A—2) (44-1) —0, 
它 有 两 个 根 一 1 和 2 所 以 奇 点 是 鞍点 . 
“方程 (LD 成 为 
. .2k+h—1=(2£— 1) (&--1) =0, 
BibL o. ka= —1. 
由 于 当 eo, A o. acor, Zeo, 所 以 相 轨 线性 


' di 
状 如 图 5.3 所 示 ， 
2. "(a—25) -A&y —0 时 ， A 有 而 个 相同 的 特征 信和 这 时 ， 
根据 第 三 章 83 前 定型 3，(7) 的 解 指 支 达 式 有 了 两 逢 可 能 的 情形 ， 
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1^ 如 果 A MOT AERE AORI RER (7 )m 
" MU 


s= (efe Herta)", 
g- (CAOT 十 oapss) e * 

当 A+ hi, 它们 都 是 新 于 或 远离 (0, OFER. 

由 于 el 和 es 可 以 是 任意 的 ， 所 以 任何 趋 于 或 远离 0， 中 的 半 
直线 都 是 方程 组 位 ) f o PUR. 

当 X<0 BI, 相 轨 线 都 趋 于 (0，0)， 称奇 点 (0， 0) 是 稳定 的 临界 

£& 5. (A D.4a), 24 A270 B], HARARE O, 0), 称奇 点 (0 0) 

不 稳定 的 申办 结 点 (图 5.45). 


Y 


图 3a 图 5.4b 


ERARE. a | 
h 

2° 如 果 AREFE MR (a 

解 具 有 形状 
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T= ey et t Ca (ht 十 gi) eH, 
4j 7 Chae T os (Bat + ga) e, 


zi Gr.) 


E AHATA BSTRTRIM E EC, dm AO, IR £9 十 ce 
时 ,， 相 轨 线 趋 于 (0, 0). 
Pies, om 一 0 时 ， dB ue Ese TT 92 ' 

a — oye, y esses (12) 

2403-0 Ib, 如 果 $— 十 co, 那 末 . 

: YH) _ EC ES 

o Ge) aate hitg) 

BINRELEREDEHEOS)EZMEUS€S. MX t> un" Tad RO EE 
方向 也 是 半 直 线 (L2) 的 方 同 . 

半 直 线 (1) 的 斜率 可 由 方程 (iD 决定 . 

tpl4] UNA 


一 各， 


da 
r 
0 Wo 
A HAA +A (2)? —0 
so. 有 两 个 相间 的 根 ~2. 方程 
(11) fé 
—4k? — Ak — 1 — (25-1)? 
=0, 

所 以 有 一 一 号. 


相 轨 线 分 布 如 歼 吉 .5。 XE 
点 C0,0) 称 沟 稳 定 的 进化 结 志 ， 

1 A0 时, (0, 0) ERA 
ZELAA, 


请 SN 


81 RENS SS 
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TRKA EAA A MEA RES RIAR, ER (EAE ERIT, 
公有 两 条 趋 于 (0, 0) 的 半 直 线 是 相 轨 线 ， 而 在 蛋 界 结 点 时 有 无 穷 
多 条 ， 所 以 ,只 要 只 方程 LI) 有 几 个 根来 决定 就 可 以 了 ,如果 (11, 
仅 有 一 个 根 , WKO, 人 0 是 退化 结 点 ; 如 果 CUD 退化 为 不 定 方程 ， 


即 <= 人 2 8—y —0, WRO, ORARE A. 


3. 94 (a—8)? --48.y «0 时 ,4 有 两 个 互 为 共 思 复数 的 特征 值 


a= putir 58 X ud (o0), 


R ANBCIHAMER ANER ROS Berk, ERA 


gk - (7 aes, 
Ah iAR = uh —vk-- ih x uk), 
Bat Ah - uh vk, Ak -vh c uk. 
ii «- (7). 置 c-Az-kg, dH 
] æ= he-t Ey, y= hatt kan, 
Jk r +k ka -= A. Alhet ky). 
因此 | 
h a 二 此 一 一 = {ph — 2 天 2 十 (wh adj 
一 = (uz 十 vyt (rit ud), 
guy A HA 是 线性 无 关 前 ， 所 以 


dr ~ ~ dy ~ 
= nac kvy, d c — VET By. 


i 


- dy ~ dy — p E 
m Au ux 


Hd rores 
所 以 
P) HP vem, 
其 中 6 为 任意 常数 ， 又 


i) 


(18) 


(i4) 


(15) 
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d yD) 
di aro tg He p, 
Hr 


arc tg 9G) =y -vt (16) 
z(t) 


其 中 6 为 男 一 任意 常数 ， 
EGE, v) ERES HERE AE 
Z7 cos, y=7 sin6, 
JE rh C5) $0 (16) 得 到 
l Tre, = —vt, | 
Hore, AARRE G, 纹 平 而 上 的 航 举 标 方程 是 
f~ 和 exp (一 此 (0—8). 
XORGRÉRA SU KRA, 
设 i 是 (2, v) ETEL EEG Ó HAR: 
y nz, 
HARE £— tS 时 刻 与 7 相交 于 Mu, 经 时 间 Z 后 , BA 8 hf 
Er, BA ERUCHEDAR IHE, 设 交 点 为 M, 这 时 入, 的 长 等 于 
OHER U 7, WRL MMM SAAL M AE 在线 
性 变换 (13) 下 的 象 , 那 末 OM 的 长 的 平方 
OMS s? y^ = (Matky) hor Ray)? 
= (Qs bd.) t (hs tmk a 
一 iG mi) (ha +Hmka)?} 


i 
1-4 mt 


G+), 

Hp l OM, — 90, 

Ho e? - (Us Ed)? tmk / (L2- RP) 是 常数 ， 同 样 
OM, =p. — 

因此 ,我们 得 到 


OM, =e" OM., 


r ra^ 


$1 HHRMA g51i 
这 里 系数 es” 与 点 Mo üt cO N RU E RS RA 


1R, TU IRE RC He He e'i. 

由 是 得 到 | mE 

1^ 如 果 放 二 0， 屠 末 和 针线 是 环绕 原点 0 的 嵌 旋 线 ， 且 当 
i> --co RETEA, 们 ， 称 这 种 奇 点 为 稳定 焦点 . 

2^ ”如果 u7-0, PRH i> —oo BEGQD, g (02-9 (0, 0), 1 
点 (0, 四 是 不 稳定 焦点 。 

3" UR 5-0, 3EXIH (14) 88] 2-9? —ej--e2 E, 阴平 
ERAR , gc E EIER (13) TF 287 Go, s) EELER, 即 相 轨 
线 是 以 (0, OLEMA, HRA deu. 

它们 相 轨 线 的 性 状 如 图 8.6 所 示 ， 
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£ ENR, 我 们 得 证 下 面 的 定理 . 

定理 工 对 于 二 BRERA (D, IER MEME A 的 特征 值 为 
A EAS, 那 末 奇 点 (0, 0) AIZEA pp UT Ae 决定 , 即 

1? 4M «0 时 , 它 是 稳定 结 点 ; 

29 S Mcts 时 , 它 是 鞍点 ， 

3? XOU SA f, TEPME 

477 5 Meigs tiv, p0, v0 时 , 它 是 焦点 ; 

D^ 当 和 因 一 sp 一 唐 时 , 它 是 中 心 . 

三 、 关 于 非 线 性 系统 的 缆 开 (Ferron) 定理 

对 于 非 线性 系统 (6), 有 下 述 的 裴 戎 定理 ， 

定理 2 对 于 韭 线 性 系统 (6)， 

S? Lone By X Qr, a, " 
r4 -yzxc-8ydY (c, y), 
假设 a — Boy 90, 4 的 特征 值 为 Ma 和 je， 且 当 a, a7 (0, 0) 时 
X æ, y) -Y?(s, 风 =OfCe 二 Pt] 
其 中 s>0 是 常数 , NUS 

1? 当 )a<xa<0 时 , (0, 0) 是 (6) 的 稳定 结 点 , 即 在 奇 点 附近 
HAARATA ENE (0, 00 有 公 切 线 (BEC P A LA p 
HDE l 

2° 354,0 Itf, (0,0) J& (6) DE] S MERAT 0,0) 
MERER (0, 0) IR AE ELER Pb, ARARAT AO 0); 

8? XbX,—ÓÀ.—udde, px0, v0 Bl, (0, 0) 是 (6) 的 焦点 ， 
即 相 轩 线 是 盘旋 趋 于 或 远离 奇 点 0, 0). 

这 就 是 说 , 当 4 的 特征 信 不 具有 零 实 部 时 , 方程 组 (6) 的 祖 软 
线性 状 由 它 的 一 次 近似 决定 .该 定理 的 证 明 比 较 复杂 , 我 们 省 略 
T. E 
[ 饮 四 ”考虑 具有 限 尼 的 单据 运动 方程 


人 TÓ e L4. sing --0, 
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Hi HUormmaa 
Eo-o, y-22, 它 等 价 于 方程 组 
L y 
di ? 
17) 
[2 ina 
di ; me by, 


它 是 一 个 非 线 忻 系 统 . 


我 们 来 考察 该 系统 的 相 图 ， 


B, 讨论 点 (0, 0)。 这 时 , 一 次 近 但 方程 是 


特征 方程 是 


deo 
di ” 


LUN 


f a. 
E, g—by. 


i 


rb. 0, 


3 570 充分 小 时 ， 它 的 根 是 一 对 共 辑 复数 ， Rex -È <o, 从 而 


(0, 0) 蚌 稳定 焦点 ， 


其 次 , 讨论 奇 点 (w， 


HK 


fü HB EE 


特征 方程 是 


o. & 


Ld —- 
qeip—, y-—, 


-4 sin(z-- x) -bj =Z sinz—by, 


dë ~ 
c4 

dU go~ y~ 

下 -半生 好 

22 0,—3.—0 


BUB Bi A- RE OSCAR, Bp UL Sp Hs HR A, 而 鞍点 附近 有 出 条 相国 线 


254 BEE WEPT 
I E AR ORT AR PLER TR REA T ERU, 我 们 称 它 人 为 鞍点 的 TA 
线 。 分 界线 在 鞍点 处 的 切线 斜率 由 下 式 决 定 ， 
T sinta) by Zbk 
e- ad) e yo d 


BERERE P631 0, , 


它 有 具有 两 个 异 导 的 实 根 . AIE, (e, 负 是 系统 人 六 的 鞍点 ， 它 的 
分 界线 的 切线 锋 率 五 适合 于 式 . 

HE, (m, 0) E CU RISE, 分 界线 的 切 线 斜 率 天 也 适合 
EJ. W0, 0). (27, 的 《一 3, 们 是 稳定 焦点 .一 般 地 , Bjr, 0) 
ABER, (OH Ds, 0) ERA, 其 中 j= 0, Xi, 二 3, …， 从 
—Á 5.7. 


m 57 


B. EmBRHBDEAm, nd GSEBIAGsmEm S SEN EU, 
DREEM MRAR REFAN RNEER P $3 » 
3t B. BUT EUER P FELT ec e RECTE IE IDEE BEI AO ERE X 4, 
它 将 趋 于 新 的 平衡 位 署 =， 且 需要 无 限时 间 ; 如 果 初 始 能 量 更 
大 , 它 将 绕 过 平衡 位 置 w, 而 走向 平衡 位 置 2r， 且 在 3 附近 摆动 
《相应 于 单 摆 绕 一 周 而 在 平衡 位 置 附近 摆动 ); 如 果 初 始 能 量 再 大 ， 
它 将 绕 过 m, 2a, 以 至 趋 于 So, REI 3m 而 在 da 附近 摆动 等 等 . 
WZ ARETE Hg ACERO SOT Rp RT BET TTE. 
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i. 确定 方程 组 
TZ oy, Yora- tby 
的 奋 点 及 其 业 型 Cab 于 中 ,并 作 相 图 . 
23. 确定 方程 组 
SE an beny, Hoa 
HAAMER RH 0, b0), 并 作 相 图 . 
3， 半 于 下 列 方 程 组 
dz d 


15 uoccWty uo —S3z; 
da du a 
Douce gT. 
dro on wu i 
2) WU r—5-d, dp 3x 
进行 下 西 的 工作 : 


1” 确定 育 点 及 其 类 型 
2^. 求 出 它们 的 相 胃 线 的 直角 坐标 表示 式 ; 
3* RER. 

` 4， 确定 方程 组 


Teofan s-s 
KAA EHE HABE, 这 里 mE 
. ] mM 一 4 当 m0 B, 
sol EESTI E 
E -s-5^3Mpa«-iÉho 
5. XT T 9UAHERSS 


进行 下 面 的 工作 : 
L 确定 硒 点 及 其 类 型 ; 
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2 cRBUBELI BUR EREA 
$^ — RRN. 
6， 确 定 方程 组 


de — dy 
"ur 7 dr azrd-fO) 


EHA. HIERE 其 中 
—3y 当 oey Rt, 
ORBE 当 -i«y«0H. 
—2y—-5 yait. 
T. 确定 无 阳 尼 的 单 授 运 动 方 栓 


dT duo 9 : 
uo 7 cg sng 


i 
的 奇 后 及 其 类 型 , 并 作 相 图 ， 


$2 R m m 
这 一 节 进 一 步 讨论 二 阶 非 线性 自治 系统 
EC 9), DU gi, y) 


D 


的 相 轨 线 的 分 布 状况 , 主要 是 讨论 系统 有 周期 解 时 的 几何 图 象 . 设 
£—9(D, y - (0 是 自治 系统 ( 坊 的 周期 解 , 如 存在 正 的 常数 了 使 


得 . 
eG T)o2p(), eG T) v0, 


那 末 该 周期 解 的 相 图 是 相 平面 上 的 一 条 闭 曲 线 , 称 为 系统 CD Pr 
雪线 .在 线性 系统 中 , FAETO, 它 附近 的 每 一 罗 线 是 闭 轨 线 
EREE, XODDUHHISUAR. 在 二 阶 非 线性 自治 系统 中 , 有 一 类 
看 要 的 由 孤立 闭 轨 线 宕 述 的 运动 ， 即 由 所 请 板 限 图 (也 称 权限 环 ) 
麦 示 的 运动 ， 不 仅 对 微分 方程 理论 本 身 ， 而 且 在 工程 按 术 应 用 上 
也 起 着 重要 的 作用 . 在 无 线 电 技术 中 广泛 使 用 的 三 极 管 振 萝 回路 ， 
是 极限 圈 理 论 的 重要 应 用 . 这 是 不 能 用 线性 化 来 表征 的 物理 现象 ， 


我 们 在 下 面 将 说 明 这 一 点 . 
一 、 简 单 例题 
我 们 从 考察 以 下 的 例子 开始 . 
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E511] 考察 系统 


da tati a? e 
Tex s —a, dt sy y»,. 


3| BUE ES ereot, y=rsinð, B] roa ey = dg 1 T, 


3PRZLDR BIG 
d ,到 (dy 
rA 一 a TY g aA rh 
dy 0m 
dé /— Td" doo 1 
di aa? , 


Am Dan, 
即 r=0, r—1, 
. .1 
DAO CURE" 
当 c=0 时 , 它 是 r=1, HE 
EHI mol 0007 
当 070 时 , 它 是 位 于 单位 加 
周 工 内 的 螺旋 线 ， 当 8 一 十 oo 
M, COTRA O, 0. 当 9-> 
一 oo Bi, ESOS US EUR T. 
当 o<0 时 ， EETA Z SES. 40-i, Ei 


JORET Ty 当 0 -> 到 加 (一 9 时 ,r-> Hoo, 
ANARH, HAAN T. aui 是 一 条 卫 扫 线 ， 而 在 它 

的 充分 小 的 叙 域 中 , ERA UI SUA TE, RIET E 

系统 的 极限 图 ， 而 次 点 (0, 0) 是 它 的 不 稳定 焦点 . | 
dem Suc 


— —g - s (2? 4-49)sin 


CT TE 
d Ve i 
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dy "sin 一 -< 
E =g ua? sin N 


ME UB S ERIS e y — 0 RA O. 
3| Fi 3E AE, 该 方程 组 化 为 
dr di 


m 
?gin — =i, 
di r^ 


stl 


所以 ,每 个 圆周 Dn 
Iu f= 2) 


都 是 方程 组 的 闭 轨 钱 ; 2E EUCH 14r 时 ， 


ru | 
ol cuc m-1,2 BT dr <o | 
189 2m—1^' n "dé 7C 
i í dr 
~ D oH —— 
TT 


因此 ,位 于 两 条 闭 轨 线 Da Pa 2 RB E ALIE CIE 
ARD ACHEREE SR D. R Deus 的 . 

EH EUCH CRI dI MS RHDUR, RENE T Zr REALI OR 
m. 

在 奇 点 (0, 0) 的 每 一 久 域 中 合 有 无限 多 条 向 雏 线 , 我 们 也 称 
具有 这 种 狂 质 的 奇 点 为 “中 心 焦点 ”， 

以 上 两 个 例子 只是 解释 二 阶 非 线性 站 治 系统 可 能 出 更 的 闭 轨 
线 的 情况 . 下 面 ,我们 检 析 无 线 电 电子 学 中 的 一 个 问题 , ID 
ess p, 

二、 电子 管 振荡 器 的 工作 原理 | , 
:电子 管 振 欧 器 是 由 电子 管 (或 晶体 管 )、 惠 容 。 — REL, 
EL DI ERETATPIIEITIA ESTO AA 
是 无 线 电 技 术 中 最 简单 的 振 蓝 器 , 有 着 广泛 的 技术 应 用 ; 它 的 工 
作 原 理 正 是 二 阶 非 线性 自治 系统 的 极限 图 理论 的 重要 应 用 。 这 里 
解释 它 的 工作 原理 ，  ， 
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TURO EP EE, EANA i-i a RC s DR 

3k E EARR IRZ [8] 4 08 3936 U s, EEOAE, EREA C, JA 

板 极 到 阴极 之 间 有 电流 i EZH f 
压 Us 控制 , 即 

i=), . | 


其 中 了 是 三 极 管 的 特性 通 数 ， 它 是 
单调 增加 的 区 数 ， 当 Us 一 一 ce 时 
它 趋 于 0， 当 U> +o tE AT 
A RE Iu. 
电子 管 振 葛 器 的 振 葛 回路 如 图 
5.9, IRI 图 ss 
MEE ds — itio, 
F LRO 站 全 和 全 Ut 


L d — 4.) di - 0, 


两 边 对 t 求 导 得 
d d 1. 1. 1 
五 一 一 dP E RUE p f Ua), 
根据 互感 M 得 
di 
. . Us- M v. 
FRGESATS 
f di 1. 1 diyo 
AAE ATEI ETIAM, 
*" x=; — f (0), 
_ dæ 
9 d 
那 未 它 可 化 为 二 阶 非 线性 自治 方程 组 


TU 
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yt My) -f£(0)3. | 


车 引进 记号 
E 2 1 O R 
o= PT 
gD = CN O, 
那 末 方程 组 成 为 
de 
w 7" ` 
dy (2) 


-2 = — wes — y+ gn. 


出 于 了 是 单调 增 如 的 ， 记 
以 了 世 是 4 的 单调 增加 函数 ， 
并 且 g(0) =0、 因 此 , (0,0) 
:方程 组 (2) 的 唯一 的 奇 点 . 
特别 简单 的 情形 是 西数 
JQU imn TEM. 
(£g, 当 Te>0 时 ， 


F(U - 13 Tu, 当 Us=0 时 ， 


0, 4 Us<0 Bj, 
这 时 
ab, 当 y>0 Hj, 
gy) 二 EE TL M 
| —eb, M y< Rt, 
其 中 5= Tw/2. uu 
因此 , 34 y 0 时 , (2) 28 3. 
3X - 
dæ 
di Vy. 
L ` H 3 i 
Wan a(s — B) — 28y; 9 


3 y <0 Br, (2) 晨 形状 
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E I (aD) —26y. K 
如 果 在 整个 丰 平 面 上 讨论 (8) , WRO, 0E (3) 的 稳定 焦点 。 
Mp 93 ca 时 ， 系 数 阵 的 特征 值 是 一 对 具有 负 实 部 的 共 范 复数 ， 从 
而 奇 点 是 稳定 焦点 同样, (Cb, 0) 是 (4) 的 稳定 焦点 . 
为 完整 地 讨论 (2) 的 相 y 
LE MEE ORO E: | 
Bu dE y —0 处 连接 起 来 ， 
0 34g—0,2—£ TW, 因为 
g(0) 一 0, KARRY T] 
EEEO oé) 5 
irom, EJ PET y 
€, Exon, EMMEYE 
Biy0. BUG, 3 £0, 
相 轨 线 按 (4) 在 半 平 面 y<<0 
上 以 顺 时 恬 方 南 绕 (一 2 0) 
旋转 ， 直 到 与 4 轴 相 交 于 点 | 
(=n, 9), 95, 并 且 , 由 于 (一 5, 0) 是 稳定 焦点 ,所 以 点 (一 7, 0 
与 奇 点 (一 b, 0) 的 距离 4 一 5 EA (£, 站 与 (一 b, 0 的 距离 和 -二 
mb bI BAG MEM 
Bt). 0 
LHARAIRA), 0) 时 , 它 是 指向 半 平 面 y>0: 所 以 , 相 
HARER (3) 在 半 平 夯 %>0 上 以 顺 时 针 方 向 绕 (5, 0) Mese, E 
到 与 2 Sk XE T AX (£u, 0) ,由 于 (3) 的 系数 矩阵 和 (gg 的 完全 一 样 ， 
所 以 舍 ，0) 与 奇 点 (5, 0) 的 距离 总 一 也 是 (一 0) 5 (6, 0 的 
距离 "十 2 的 五 售 . 因此 o 
£i bd Eb) 一声 二 下 (2 十 下 (全 十 四 
—b4-Bbb-E Eb RAS l 


”图 OR 
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因此 点 C6, 0) 沿 系统 (9) Riata O, 0) Witt er DE te fe HE 
2m ERRA, 00, 8 E ES ERE OD Bg Ra, 即 当 


EG CRE) = HRHD) 279 


Bj, £i—£—£o BEL (£o, 00 tH EB E LR Jc eR T 

当 EH Eo BI, 相 轨 线 绕 (0, 0) MERT SEE SEA Du 后 到 达 点 
(Gu, 0), 

E= (1-5) £P, 
Br EA £1—£o =k" (E — Eo). 

BME E> IMR £169 E iici i HT O 
E-1), RARR SORGE ULT PHPELSR D. SUR cio X 4-6 
Hé- ým £^ (£o — £2, TRBLER EL RE TAR D. 

. 3kUEHIBEULAR D EARDERE, LRE (2) KERN 
TWADEECTU. RNIT ERRARE, VORBDEU Ds 
I) 满足 (3) 时 有 一 个 周期 解 , 而 其 余 的 解 的 相思 线 都 趋 于 闭 轩 
9A, 即 电子 管 振 萝 器 具有 不 寄 减 的 周期 振 莫 .， 这 是 非 线性 系统 才 
TUTIUBHE, 它 不 能 用 线性 化 来 解释 . 

三 、 闭 撮 线 存在 与 否 的 判别 法 i 

REAR WHERE H ARZ SENTAS EE AR, Ai 
素 统 是 否 存在 极限 图 是 十 分 重要 和 困难 的 扣 问题 . 

EE LGE yi (Bendixson) FEHR) Br, g 在 单 连 通 


ER D Vile, 并 且 EDs 290) L0, WERE qr 
GE D POTETE BISIUX. 

证 我 们 利用 格林 《Green) 公 式 用 反 证 法 来 证 明定 理 . 
”如果 系统 (D 存在 周期 为 卫 的 周期 解 = 一 p( 食 ，y = 由 (人们 ， 它 
BARERNA D, T 所 国 的 区 域 记 为 9。 那 末 由 格林 公式 

| (sdf dy) = — -JZ I e Yody, 


如 果 en. >0， 那 未 上 式 右 端 是 负 的 ,而 
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f gas rau- (g $8 -f a gf -foio 
RAFE. MAO 无 闭 轨 线 位 在 卫 内 . 
US] “考察 具有 阻尼 的 单 押运 动 


| Je +b 2 t$ sing —0. 


置 wz 一 p, y—9, id 


ay, S = — sine- by, 
; 2 | 9g —... 
所 以 tor= -<0. 
根据 定理 工 该 方程 组 不 存在 周期 解 ， 


Xj ts PATER B ee PE, 用 下面 的 环 域 定理 . 

定理 2 WEE (0) 的 定义 区 域内 存在 一 个 环 域 @， 侣 不 
含有 (1) 的 奇 点 ,并 上 且 在 昌 的 边界 处 相 轩 线 的 转 线 都 指向 日 内 (或 
都 指向 人 外 ), 那 末 在 环 域 引 中 至 少 存在 (了) 的 一 条 闭 胃 线 ， 

它 的 证 明 需 要 较 多 的 知识 , KRT., 

关于 二 阶 非 线性 自治 系统 的 极限 围 个 数 和 位 置 的 讨论 ， 是 一 
个 没有 完全 解决 的 问题 .， 特 别 , Mb f.g 是 二 次 多 项 式 时 , 称 系统 
人 是 二 次 微分 系统 ,我 国学 者 已 经 证 明 存 在 二 次 微分 系统 具有 四 
个 极限 图 . 

本 和 下 人伦 方程 


2 £6) + g(a) - 0 


是 否 窑 在 周期 解 航 问题, 是 一 一 个 重要 的 问题 ,并且 已 有 许多 精细 的 
gi. 
习 题 
i. 确定 方程 组 
dz 


AWO art enint 7 天 
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2v =r y) ysin" 


utc 
WIRATI TR ER, 并 作 相 图 , 这 里 规定 当 mem yon 0 EE ju 73 0, 
2. HEA HA 


总 
Sja 
| 


= =y +yli- -zt y^ 


qpe AIT A x 二 tost, y= -Sint， 并 且 证 明 它 是 稳定 的 极限 回 。 


38， 对 十 方程 组 


de =y trir- in 


T 
Mater 


rum 
LL zy yösi ie, 
di SEE 


假设 当 z 一 y 一 0 时, 右 端 为 0. | 
D) 验证 w= 去 cost y sedes 
2) 证 明 极限 图 +y T 是 稳定 的 . 


4. 斌 判别 下 列 万 程 组 有 无 极限 图 存在 ， 


da L " dy ——— 4 à 2 5 
D g rtta, duco tm vs 
HF oppii 2m? 000 ML asa! oy: 
2) ar^ Br + — Sm, dr Mm vy. 
L g s L ME 
3) Au agat, E " VY. 


5. 设 B. f, g d Iii Do D Vae ok TR, 并 县 -二 BHH 
+0, 试 证 : 方程 组 


T of. y, M os, y) 


E D ARERR. 


Z Eo 


6. BB, f, g 在 环 状 区 域 9 内 连续 可 微 ， B (Bf Opus, 


mi IEE 


TEXARUDUSR G AESA- 4e HIER 
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83 解 的 稳定 性 的 定义 


前 面 我 们 讨论 了 二 阶 自治 系统 的 奇 点 和 极 眼 圈 ， 并 曾 讨论 奇 
点 的 稳定 性 。 现在 , 我 们 给 出 一 芥 常 微分 方程 组 的 解 的 稳定 性 的 
定 祥 和 讨论 解 的 稳定 和 性 的 林 本 方法 。 

H~ P ARAA RE 

Se ~ wt, Ei, Pa, tt, qu) (b—1, 2, ttt, n), Dl 9] 


TIRES (=i, 2o, D 在 变量 的 区 间 OSE 
eo 中 和 变量 (æ, tta s) SE JR] HU dE — Ix 38, G 内 其 G, Wi. t, 
TT IT NBOELO EOELI OEIL TD TTS 


E uf (t, x), Q2 


这 里 r 的 分 量 是 gi, mu, cy 于 的 分 证 是 Po CES mss murs 
f, me, m). ieu ae-an] o 
ft a«)-—0 Oxia +o), 

ED felt, da, da, ce, s) 0 (Oz 十 co kmt, 2, 0), 
那 末 =a ETRA ORE, RDR >a Eye CD PT 
EX. f SRR t 无 关 , SG a) J(O, a i, XR UE (D JE B 
IE E NBSECE Tovro DU ta UA VR 

在 1 讨论 奇 点 附近 相 较 线 往 状 时 , Hih 把 奇 点 视 为 坐标 
大 点 是 不 会 妨碍 讨论 的 一 般 尾 ， 计 于 方程 组 (23), 假设 4 是 它 的 平 
dU UR, 作 变 量 的 平移 : 

Eegi, : 
E SEE (2) 变 为 
=f G, #48), . (3 


m= 是 方程 组 (3) 的 位置 所 以 , REDEE (2) 的 平衡 
Bo ESx-0,4 AREER A. 
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值 的 解 , Bu 
Sp to, Eo) SFU, plt to, 9) 


Plo do, To) = Xo, 
ET 方程 组 (2) 的 平衡 位 加 侈 二 0 的 稳定 性 ， tna mp 
Me zecEqE e HE ARCA. M. Assn) 的 定义 . E 
定义 1 MERRT e0 和 任何 正 数 £, p à, grt 
laco] 8 时 ,方程 组 (2) DG an — (5 to, a) 在 区 间 de be on 
PATHE, FAEK H oi rco 中 成 立 着 不 等 式 
' le (Gs to, wo) | «e, U | (4) 
那 末 称 方程 组 (多 的 平衡 位 置 m — 0 E 8 85, 
BELEH, 如果 w=0 蚌 稳定 的 ， 那 来 当初 值 6 SP OBI; 
qs fo, ca) EEH ust- RAT 0. 
定义 2 如 景 存在 正 数 so Mio HFI >O, FER wu 
fun todo, 使 得 以 (和 ，wo) 为 初 值 的 解 d = ets fo, wo) 满足 
1 Co; fo, £o) | = les! «8, 
qr Cas to, EET 
即 不 满足 稳定 姓 的 定义 , 那 末 称 一 0 是 不 稳定 的 。 ， 
. ,定义 3 如 果 方程 组 (2) 的 平衡 位 置 史 =0 是 稳定 的 , 并 且 存 
在 正 数 > 使 得 当 [æj o iden (2 的 以 Qo, £o) ) Aid 


["» 


2 pum &3)-8 O 


WER ac — 0 J& s uc 4e x85, 
由 寺 述 定义 看 出 , 过 = 和 的 稳定 性 是 指 
lim o lo, qo) =0 v Ue ECJI 


在 和 所 ft 所 十 oo 中 一 致 地 成 立 。 显 然 ,我 们 不 能 由 (6) 的 成 立 推 知 
(6) 成 立 , 所 以 在 渐 近 稳定 性 定义 中 必须 是 (5). 、(6) 同时 成 立 ， 在 
本 节 习 题 中 ， 谈 者 将 会 具体 构 和 过 方程 组 ， 它 的 每 一 解 销 趾 关系 式 
(5) ,但 它 的 平衡 位 置 2 一 0 是 不 稳定 的 。 c ，: 
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必须 指出 ,在 稳定 性 的 讨论 中 ,区间 如 所 tf 所 十 oo disp, 如 
果 是 在 有 界 闭 区 间 foie T pPIH6.dpcPe-03J fi 
解 ， 子 满足 解 对 初 值 的 连续 性 定理 的 条 件 ， 那 来 存在 06, TO 
70, 使 得 当 jzoj 一 5 时 & —e(Gfo, xo) TE Stot T LFE, 
并 县 
lim P(t io, o) 一 0 


dede xde T 了 上 一致 地 成 立 。 所 点 当 区 阿 有 界 时 ， 问 题 较为 简 
HA, PRG, 解 的 稳定 性 与 解 对 初 情 的 连续 性 是 有 本 质 区 草 的 . 

[B8 1] Hier 
dæ dy —— 
ran 

的 平衡 位 置 的 稳定 性 . 
所 给 方 各 组 侈 有 一 个 平衡 位 置 2 —0, DI (0o, 2o, yo) IP 
值 的 解 是 
& — x Cos (E — fo) Hyo sin (# — fo), 
y= — es sin(f — to) - yocos(1— ta). 


. PTE 4 &? Tg? a5 -- yo. 
E xEs9,3 5-5, JUX M a2--y1-8* 时 ， 
a* (f) Hy (D) «c e? 


所 以 = 一 % 一 0 是 稳定 的 .但 
Jim Te Hy (0) =at yo 0, 


Br ELE d hr T AERE YE ERE RS. 
[全 讨论 方程 组 
dæ E dY a 
| deb dpt y 
Bg3P- GS po HE RETE, 


它 的 唯一 的 平衡 位 置 是 w- 1, y 一 0， 作 变换 
t= &—1, y=y, 
则 得 Rn Woi, 
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EL (fo, Zo, do) JA V ELI IRE: 


qma w, y= Z^ g u- cx 
BFE 一 so<ftc< 二 ec 内 存在 ， 但 是 对 于 o1 BL 0, $e. 在 
在 


haiti ， 
i 
使 得 [T(= [t |^ 871, 
HH r=7=0 ERRER, AT a~ jd, V7 "是 友和 组 的 不 稳定 
DLE, 

[5/3] 讨论 无 阻尼 单 换 的 运动 方程 


Te $sne-o 
的 零 解 p=0 的 稳定 性 . 
3| ET Abs 
vq, ym, 
EREI- Hyg m 
de dU I uns, ^ (D 


这 时 e—3--0 是 它 的 平衡 位 置 . 为 讨论 它 的 乎 入 位 置 的 稳定 性 ， 
寻求 它 的 首次 积分 。 由 方程 组 得 


CE ai 
即 2ydy= — ŽL sinads, 
所 以 
y-yi- -f 28. sin de= YM (cos — cos ag) 
- S£ ( sin 2 Zo — giu? £2 
即 得 


4g zw。 4g . 
VETE ant gasit T ste, e 
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这 是 相 轨 线 的 方程 , 当 ao, yo 充分 小 时 它 是 环绕 (0, 0) KARR, 
出 于 我 们 在 =0 附近 讨论 单 探 的 运动 , 可 了 到 joje, AN 


T 


把 它 应 用 到 《8) 式 得 
D+ zi e) «yi 4 


从 而 ary 0x — nx x aye Ci 用， 


所 以 (四 的 平衡 位 置 wn 一 y 一 0 是 稳定 的 。 由 8) 知 它 不 是 浙 近 稳定 
[B4] 讨论 常 系数 线性 微分 方程 组 | 
一 一 一 dæ U (9) 


的 平生 位 署 灾 一 0 的 稳定 性 . 
第 三 章 §2 在 讨论 常 系数 线性 微分 方程 组 时 ， 曾 根据 方 阵 A 
的 骑 征 徒 的 情形 , 对 方程 组 (9) 的 解 进行 估计 ; 得 到 的 情 计 式 是 讨 
论 e 的 平衡 位 置 w= 0 EEEE. 
- WRAN A 的 特征 信者 其 有 负 的 实 部 ， — y»0, 
ERO 的 每 一 解 ac (0) 满足 不 等 式 


la EM anle — (Ot o2). (10) 
由 此 ， 对 于 500, HL8-—c/M, Wb OZE, [ae] 一 5 时 ， 
je C0 | M8 =e, 
所 以 w=0 是 稳定 的 ,并 且 由 和 40) 得 
Jim [e] 0, 
FE, B A EREDA Rc, 9 的 平衡 位 轩 -0 是 渐 近 


稳定 的 . 
2° WRP A HAREN žo, ABIE, WRH Ea 
OPTAT RI 
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和 一 Ce . Q1) 
HB A 是 4 相应 于 Ào Pp fic [p XE, e 为 任意 常数 ， 并 且 
a (0 —och, . 
Hit, AR wsch, 1 e RADR, lel TE 7. 但 是 解 COD 是 无 
FAJ PME æ=) 是 不 稳定 的 . 
3” 如 果 方 阵 A 的 特征 值 的 实 部 都 不 是 正 的 , 并 且 实 部 等 于 
和 的 特征 值 启 对 应 的 循环 问 晶 系数 多 项 式 都 是 零 次 锡 ， 那 林 存 在 
M0, EBA Os oo Bf, 
l lacCo IM ae (0) f, 
六 以 方程 组 (9) 的 平衡 位 于 w—0 是 稳定 的， 但 不 是 浙 近 稳定 
ÉJ, l 
4 如果 方 阵 4 具有 实 部 为 0 的 特征 什 Ao 其 相应 的 循环 向 
TROGNUEJUGARDP)BUCOEOKCPO, 那 末 好 一 0 是 不 稳定 的 这 是 
EA O 具有 解 
Tope, 
从 而 la» l= lep. . Q0 
由 此 得 到 结论 ， 
因此 ;方程 组 (9) 的 平 蜂 位 置 “一 0 BEAD RN AU ANON 
m A BUSHIE(LBUSCHEAECE TAB. 50 
”现在 讨论 方程 组 D ORE æ= yO) 的 稳定 性 问题 ü «p00 
在 Os ic 十 co 中 是 微分 方程 组 (的 解 ， Rp 


94 pk, pE) («tco 


HFR [=h 
ARS B 


-f, &-9(0)—f(, V) - a, 8), (12) 


ETEA jore un MPVdeüru, MEOD o AER -0 
是 稳定 的 , 那 末 称 方程 组 (2) 的 解 多 一 出 (#) BEER dmi a -0 
是 不 稳定 的 ， 就 称 一 y(t) 是 不 稳定 的 ， 如 果 多 一 0 是 渐 近 稳定 
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的 ， 就 称 ac—i 0) 是 渐 近 稳定 的 ， 换 名 话说， 如 果 对 和 手 00H 
正 数 e, TEER 3 ， 便 得 当 Tay — P9 | 8 BE, (s fo, a) 在 
ft. d- oo 中 存在 ,并 且 成 立 着 不 等 式 l 
lP to, To) —bCD[-e aa), 
那 本 就 说 解 =p G) ERI WA ARRETE AF 
a =p (0 Bom RE TEBS A PIE X. 
[L|] 5] 讨论 微分 章程 
ROE +e B cost 


的 局 期 解 的 稳定 性 , ACER, C， 加 和 必 是 常数 . 


它 的 周期 解 是 
r= Acoste t 8), 
可 
其 中 4 J 


B= —aretg (RODY. 
车 置 ~ 一 和 co9(wi 填 8), WK 
QE ~ ao 


L'A 
Ep u ^RBo^ 


Ed o 2 0 是 渐 近 稳定 的 , 即 系统 的 周期 解 
'—&— À cos (oot |] B) 
是 渐 近 稳定 的 。 
习 H8 | 
l. RAE Ere 25 82 
Zu T, 


dx 
di ) 
Br wax pex XL. 

23. 试 分 别 就 方程 组 


dx dy i 
uu 9 LR ur 79€ 切 。 
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BUXE di pr ER (O, 0) 为 稳定 各 不 稳定 的 结 或 、 焦 点 及 核 点 .中心 的 不 同情 形 ， 讨 
EFEO, 0;) 按 李 雅 普 诺 夫 意 义 的 稳定 性 . 

3. 讨论 方程 组 


da EI án =F 
di ^ dài 
的 平衡 位 置 的 稳定 性 . 
4， 讨 论 方程 组 
dx de 


的 平衡 位 置 的 稳定 性 , 其 中 》 是 参数 ， 


后 ， 对 于 方程 组 

dz dy 

全 一- 项 Whey 
D Hr, 并 作 相 图 ; 


2) 求 出 它 的 全 部 解 
8) ner dote S, 站 的 稳定 性 。 


6. JE f dE 
—3y, 3$ y>0 Fj, 
TO= 35 HP 2ley«0H 
-4-5 Ni ysc-—itm. 
RADEN Teog etso) 


DRAGE E136 说 明 它 的 全 部 解 当 # 一 to 时 的 性 闫 ， 并 证 明 平 衡 
位 置 (0, 中 是 不 稳定 的 . | 
7. 讨论 方程 组 


PITE xz 一 gg 一 0 的 稳定 性 
8. 设 g (5. £O) 在 区 间 secte — 试 证 关于 毅 分 方程 


g(t) r+f O) 
的 任 一 解 的 稳定 性 有 以 下 结论 ; 
1) 当 f g)di« ---e 时 ， 解 是 稳定 的 ; 
D 当 [gee= — eo 时 , 解 是 渐 近 稳定 的 ; 
3) 当 NOE co 时 , 解 是 不 稳定 的 . 
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9， 对 于 线性 涩 分 方程 组 
de s AG) 
Jiu AQ de Os iu oo 中 是 连续 的 , 那 末 
1» SEWE- RERA Osis tae 中 有 界 时 , 它 的 零 解 是 稳定 的 ; 
2) 当 它 的 每 -- 解 满足 


Em «(5-0 
时 , 它 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
. 设 方程 组 DEL gG, x) BRE (D 在 区 则 Oct 上 存在 ， 
IG, 2, MEORUM 2, … MTE Oams hel HER, LEUR 


UE toate oo (Rih to REFRENO 上 按 李 雅 普 湛 夫 意义 稳定 的 定义 。 
FEAA pO 4E lei 十 o LAER, POE sia to 上 也 是 稳定 的 。 


$4 ”本 雅 普 诺 夫 的 直接 方法 


在 讨论 微分 方程 的 退 的 稳定 性 时 ， 李 雅 普 诺 夫 直接 方法 占 重 
要 的 地 位 ， 这 个 方法 的 特点 是 ; 不 去 求 方程 组 的 解 的 改 达 式 , 而 是 
作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 (V ERO, 利用 方程 本 身 来 讨论 解 的 稳定 性 , 
它 对 于 那些 难于 求 出 解 的 表达 式 的 非 线性 方程 不 论 在 理论 上 还 是 
在 应 用 上 都 是 有 效 的 .为 了 简单 起 见 ,我 们 只 就 自治 方程 组 


da 
IT af (æ) o 


的 平衡 位 里 nO 的 稳定 性 问题 讲述 这 一 方法 . 假设 方程 组 (D) 
PE RACONG E Si pp SE 在 空间 
(zu, za, …， 02) 的 涯 一 含有 坐标 原点 的 区 域 G 中 是 连续 的 。 并 和 且 
有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 了 (0) =0. 

一 、 预 备 知识 (s 

JB YE GRO V. (a) 9 V. (9i, a, …, gw) 在 原点 O 的 某 一 邻 域 中 
ERSTA, 36 BL V (0) =0, 

如 果 存 在 一 个 正 数 h 使 得 当 efh 时 成 立 着 不 等 式 

V(x)m0 RSO), 
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WEER V (a) 是 常 正 的 函数 (或 常 页 的 函数 )。 党 正和 党 负 的 攻 数 统 


LEGES 
Ip Oc jn ch n cde 
V(a):9 (或 <0)， 


就 称 Y (a) EER OAOHUE EEMMERI x5 dh 


E: 
Tn V (e) ERA O Bite — psp BERE SIE f ws 5T XR $0 
负 值 , REOR V (x) JE ES nd. 
下 面前 例子 对 于 了 解 上 述 定义 是 有 益 的 ， | 
1^ Fia, ws, vg) =mi teita 是 定 正 的 ; 
V (21, 9i, 25) 7 &i-- Zeta t 223-7 95 JE EAE TRIS . 
? ?一 ao<0 时 是 定 


29 
| 8? Fis, y) -aa? 2b xy-F ey, 4 a0, b? 
正 的 ; 当 a0, 六 一 a6< 0 时 是 定 负 的 ; 当 556070 时 是 变 号 的 


V (e, 9) = sin(a? 2-9?) J& SE TE RS 
V (9i, $a, $a) — eii a5 Je E AES, 但 不 是 定 正 的 


4? 
; 5? 
Ve)— È osom (ne), 

代数 学 已 证 明 ， dn ZR OBERE O= (ow) 的 主 予 式 都 是 正 的 ， 
Cit Cia t Cin 

€11770, Ou Pus m0, 07, Chi Cs t Öm 0, 
den Cas eee 
` Enl Crê M Ünn 


Hk V (a) 是 定 正 的 . 。 
dn V (x) 不 是 二 次 型 ， 我 们 怎样 判断 它 的 定 号 性 呢 ? 


引 理 1 设 
-F (a) EU (2) -W (a), 
T U (a) 是 定 正 的 二 次 型 ,在 原点 0 ib ael A pR. 
JW (2) | A aci?" 


其 中 4 各 5 是 正 的 常数 , SISZR. V. (0). 是 定 正 的 


Q» 
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证 AA Uw) 是 定 正 的 二 次 型 ,所 以 它 在 单位 球面 
上 有 正 的 最 小 值 各 .从 而 ， | 
UG) -U (Vel ir) m "oer ml. 
i, 当 z Jels^ nt, 
Y G)mlal* d (d z|j^),. 


FER (zy. 那 末 当 


E NEM S) 
所 以 V (ak AE XE ERE EE A. 


E ÈE, 如果 U (o) 是 变 号 的 二 次 函数 , 那 末 当 W 适合 (2) 
时 , V(U a) Ea) 是 变 号 函数 . 请 读者 自行 证 明 ， 
fx, RO (a) 是 常 号 的 二 次 型 ， 我 们 不 能 由 (2) fi V = 
CT 二 于 的 常 号 性 . pun —— 
Ug 由 -CHoazo0 


但 MEN V (2, y) — (a y)? 
F S VG, 9l — e y)? 
分 划 是 变 号 函数 和 定 正 函数 . 


HE TEE 如 果 函 数 了 (2) 在 球 lejh 上 是 连续 的 ,了 (0) = 
那 末 对 任何 正 数 20, 存在 «70, W (2 时 成立 着 N 
P MA 

证 r LY 在 mm-0 处 连续 ， ZO =0, 所 以 对 于 1>0， 
存在 a>0， 使 得 当 |x1<a 时 |F《w)|<t， BE, PESEE 
Fæ ds jæja | 

. WHHS MPAA V æ) ER bel < 上 是 定 正 的 , 那 末 对 于 

f£-— ER ach, 函数 V Qa) 在 有 界 团 区 域 w 志 [xl SA ESAME 
qn Kk, 
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下 语 讨 论 定 正 瑞 数 的 几何 意 头 ( 设 m=)， 

BOX Ov yh BE), V(e, y)70, BEH CIO 充分 小 时 ， 

Fæ, 9) -C 

Jit fà s frg ig eor — JE S DEA RI O Pup HIER. HS O0 
时 ,这 一 旋 闭 曲线 收缩 到 坐标 原点 ， 见 图 5. 了. 

事实 上 , EF, y) 在 圆周 e= M? EBRIAJ m, B 
zomc-0, 如 果 0<C<m, P EAA th EEA, 五 
是 任 一 连结 心 . 了 两 点 的 连续 曲线 ，、 由 于 六 在 坐标 原点 取 值 为 0， 
在 卫 点 的 值 大 于 等 王 m, BEL bg Ne V, v) -0,Xx E 
V (o, 乃 = 必 所 确定 的 曲线 必 有 一 支 是 环绕 坐标 原点 的 闭 临 线 . 又 
根据 引 理 2, ER £X V (v, y) —O 必 上 收编 于 坐标 原点 ， 


图 5.12 


再 看 变 导 落 数 的 几何 意义 。 | 

W Vo, y) 是 变 号 函数 , SESK V (n, y) —0 确定 的 曲线 是 含有 
坐标 原点 吕 的 ,并 且 可 能 直下 不 分 支 组 成 , 例如 万 (zc, y) hi, 
BKV (e, y) - OJEXE EGO WMR A, EV (m, y) -C, Wn 
y =O REL EXER BOUELAIXURA, ATN 
BARV (2, y), 3E CO Bü Ago , DAE V Co, 的 >0 的 区 域 ， 
BAE V. (9, y) «0 BO BC TRE V Co, y) 0 的 曲线 是 它们 的 边界 . 
Jg 5.13, 
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二 、 李 牙 昔 诺 夫 直 笠 方法 的 基本 定理 
对 于 方程 组 (了 ,在 考察 秀 数 三 (z) WE, SE SHEER 
$59 qaas o n). (8) 


k=l 

它 在 坐标 原点 的 某 一 邻 域 由 是 连续 的 ， 并 且 当 光一 0 时 它 的 值 是 
9, 因此 也 可 以 讨论 它 的 定 号 性 、 党 号 性 或 变 号 性 ， 由 于 它 是 由 六 
联系 到 方程 组 (了 ) 得 到 的 , 并 且 具 有 下 面前 性 质 ,所 以 我 们 记 它 为 
d 
E 

设 e=elh 0, eo) 表示 方程 组 (1) 以 (0, o) 为 初 值 的 解 , BI 
9 (0, aco) 一 wo, WRH wo 固定 时 

F (pl; 0, wo)) 


a AEE E: 
V Gs 0， M. 2V (eG. 0, 9) dp: 0, e) | 


"n 


a O D, Tp). 


k=ł1 Qu 
(4) 


4558, 24 £O 时 得 到 
L V (0, m) lem S CAOT 


Bi. FA- Y (os 0, a)) dide 0 AE BR E (3) 在 点 
a, AME. PRESS 我 们 称 函 数 C2) Je jr V. (a). 385 ERR OL). 
间 2 892 5, 并 记 为 E, 

定理 1 如 时 对 于 方程 组 C1)， Te RUE RUR Y (æ), 使 
得 y LES COURS HB] t 的 全 导数 


dV 2 BV Gi, e, du) 
d k=l du Jin, da, 


是 常 负 的 , 那 末 他 一 0 pium. 
. 证 在 证 明定 理 立 前 ， 先 就 m = 一 3 BEA In uL At 


e HR) 
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XE — |pDHx—0ZzA8U, 就 是 对 于 0, 存在 8S>0， 使 得 从 圆 
jac] «8 pa ig wo 出 发 的 锋线 
PEM EE Qe] e FM ELO 
7-0 充分 小 , 使 得 由 

V(x)-0 

决定 的 闭 曲线 位 在 圆 dae] e 
Pg. 再 作 一 个 加 Ian | 8 E 
位 于 严 = 安 的 闭 曲 组 内 部 对 

于 wo ， 若 jzol<3， 我 们 要 证 
BHJ wo 出 发 的 相 轨 线 总 在 
fel «e n. 六 为 由 (由 得 


y (ec. o, æa) ) «9, 


Ej 5.14 


从 而 当 46250 Bj f 
Flp 0, 23) «V (e(0; 0, 29) — ACAN 
所 以 plt 0, wo) 在 严 = 妇 的 内 部 从 而 es 0, ao) ÆR ac] 
<e 中 ， 见 图 5.14, 

现 给 击 该 定理 的 分 析 证 明 . 

iV (æ) A F g le] < 上 是 定 正 的 和 常 鱼 的 , 对 于 正 数 
£, XE REB DOR e am [A EAS F (0) 的 最 小 值 吧 是 正 的 . 

BTF(0-0 BVJjEX&B, MURES), 使 得 

4 jæj<ð Rt 
Os V (ae) «m, 

现在 证 明 , 24 Paco] <5 nt, IEA C B EL Co, mo) EL LEE TRE 

woli to ao) 在 区 间 Kitto 中 存在 , 并且 成 立 着 不 等 式 
lpt: t, aps Estat), (5) 
事实 上 , H tei tE 
[ets fo, amo) | = [an] 5s, 

Hbl D 25 £— 4, 时 成 立 . 如 果 p do mo) PEE dot doo rp 


E 


RS 


BA E AA 
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dE, REOR, SEGA TEXE 874. WEIR eath 时 不 等 式 
(5) I SE, Tf 二 所 时 不 成 立 , 即 

lg Cs to, £o) =e, (6) 
由 于 当 osish Bp an —qp (5 fo, s) 是 方程 组 (四 的 解 ,所 以 


Vg to, wo)) «0, 


MK m Vp; ts, aS) EV (pta fo, 49) =V (25) «m, 
TRE m RES 
Ip is do, To) l<e, 

"E 5 (6) PH. HE, =p to, to) TE dot 十 co 中 存在 , H 
不 等 式 (5) 成 立 ， 即 得 证 n—0 是 稳定 的 . 

定理 2 如 果 对 于 方程 组 (中) 存在 定 正 孙 数 V(wm)， 使 得 它 按 
方程 组 (1) 对 时 间 € 的 全 导数 T 是 定 负 的 , MKIA DKE 
解 是 渐 近 稳定 的 . 

证 根据 定理 1, JERAR r-0i prn. SEEN 


的 是 : 存在 020, 使 得 当 fæle Bf, : 
lim p (i; £y, Wo) =0, 0 


EV e elch EZEN. MEELITA, 
存在 e>0, 使 得 当 laco] o 时 ， 和 一 他 (二 to au) dE dod d- eo 
中 存在 ,并 且 

Ip fo, ao) | <A (fot bon), 
ESL il, 35 domi oo 时 


Ls V ipl fo, 29)) «0. 


MT V (pt to, a) 是 t BS GUTES PRU, HL 290, BEES £5 
十 co EY (ohio, d) ARM am, 
如 果 a0, PK 
V (9( to, 0)) 2727-0, 
报 据 引 理 2 存在 w>0 使 得 


280 FER Tits 
[e to, zo) [>a, 
但 LU 是 定 负 的 ,所 以 祖 据 引 理 3 存在 正 数 m, 使 得 


-4 F Cpl io, Fo)) 227, 


从 而 OSF (p(t do, o) ) &V (29) —m(—t). 
tAm t> ceo 时 趋 于 —-o, xx V 的 定 正 性 矛盾 ， 所 以 
Jim V (g(f; to, 29)) —0. (8) 
HER U mor. F, PRAE 897 CHI mam, 和 
— eo, di ap Chas fo, wo) i z5£o770, BE 3 $$ V pie fo, 20) 
>m >00, 它 与 (8) 矛 盾 . 因此 , HERA). BU a --0 是 浙 近 各 
定理 如 果 对 于 方程 组 (4), 在 在 一 个 函数 让, 它 按 方 程 组 
(1) 对 时 间 的 全 导数 DT REEN, BERRAAT RR 


P3, PEE V BERAE, WENEH CD? BUSES x--0 ETE 
8s. 


证 gS eh 上 是 定 正 的 .我 们 要 证 明 ,对 任何 5> 
e, 在 js 一 5 内 存在 o, 4843 ax (t; fo, 209) 不 能 总 在 球 [2e] — 
js. 
ELE, ML aro 满足 lele B.V (29) 270, 如 果 (s to, a) 
在 [1 A P, ET 
V Gp to, wo)) 220, 
所 以 当 dot deo Bj a 
V (9(f to, Xo) ) >F (Xo) >0, 
根据 引 理 9, 存在 和 :>0 使 得 
hz es fo, 20270, 
从 而 由 引 理 2, 存在 只 >0 使 得 
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V (Pl do, 2) ) 2-0, 
因此 , 当 ist doo Bj 
V (p(& to, ay) zm —18) +V (o), 
ERAH f -Heo 时 趋 于 Hoo, xx le(s do, me) | A3 JR. 
所 以 , 光一 0 是 不 稳定 的 . 
定理 和 如 果 对 于 方程 组 0). 存在 一 个 耳 数 了 ,使 得 当 ja] 
< 时 


dV 
wi AV, 


其 由 和 是正 的 常数 ， 并 且 了 在 原点 的 任 一 邻 域内 总 能 取 到 正信 ， 
那 来 方程 组 (DD 的 零 解 % 0 是 不 稳定 的 - 
证 对 性 何 5>0, 取 xo 满足 
[æl 8, V (29) >0, 
RNE £= p; do, go) 在 加 st 十 co 中 不 能 总 在 球 |w| A Hs. 
不 然 的 话 ,由 于 上 全 to, m) Lc, 所 以 
AVP; to, mo)) XV (p (hi to, wo)) >0, 


Mf 34 toss oo 时 

4. fe "V (p(s fy, wo t>, 
Bx O EV (pl to, wo)) —e V (29) 220, 
B Vlg to, 29) ze" V (a). 


EX t-> beo 时 趋 于 oo, 15 Pes to m|-chdW 
^B. F 2 —- 0 ERBER, 
L5 1] 讨论 方程 
| de gw ba | 
b c 
B6 58 EE o—0 的 稳定 性 . : 
XV (2) —2, CEER, If 
S -S2z(azrd-bx5)— Zar” + 2bs?, 


"Bb BIE gpI 
1 Macon, JL. 是 定 负 的 , o~0 是 渐 近 稳 定 的 ; 


2) Harok, P aE, s=0 EPR ER; 


3) H a—0, 00 m, RK V 7RREREB T. RNK 
V (v) =a, 
它 是 变 号 的 , 并 且 
AP ja, 
di 


它 是 定 号 的 , AE e 0E EUER. 
. [ 便 包 ” 讨 论 雹 阻尼 的 单 押运 动 方 程 


BStAR oy — 0 的 稳定 性 . 
下 V (s, y) =y- 5E. f smt, 
PREEN, AU 
sK -ÍL sn g 2 2 gy — -2y g sin w=0, 


所 以 办 解 是 稳定 的 ,但 了 (oC), y) 二 =V (wo, go)， 所 以 零 解 不 是 
Non EE. "s 
， ”定理 站 至 定理 和 指出 ， 如 果 具 有 某 种 性 质 的 函数 到 ， 就 可 以 
据 此 判断 方程 组 ( 切 的 堆 解 是 稳定 的 , 渐 近 稳定 的 或 不 稳定 的 ， 但 
具体 构造 出 李 雅 普 诺 夫 函 数 人 了 是 一 个 困难 问题 ， 反 之 , 如果 方 起 
组 (1) 的 零 解 具 有 某 种 稳定 性 , 例如 是 渐 近 稳定 的 , 是 否 存 在 满足 
定理 2 条件 的 六 函数 呢 ? 设 基 所谓 逆 定 理 , 该 问题 已 经 完整 地 解 
决 了 我们 这 里 就 线性 常 系数 微分 方程 组 


de : mE 
Moe ! (9) 


COS -F 


来 讨论 这 一 问题 。 


84 siu M Ed seg 
TUE 4 的 特征 值 者 具有 鱼 前 实数 部 分 , SICE O) BE a0 
是 滞 近 稳定 的 .现在 要 证 明 , 存 在 二 次 型 
V (2) - le, ay $y hirta, 
这 里 如 = (hy) 是 对 称 矩 阵 , 1529 V. (0). 是 定 正 的 ,而 
—4H Ac, w+He, d= (ATH +H AE, z l 


是 定 负 的 ， 
REE A mE a 
H= | etergs, : (10) 
BR H Wü MGR UD PER. | 


“首先 ,因为 4 的 特征 和 值 的 实 部 都 小 于 0， 所 以 A7 iE 
实 部 部 小 于 0, 3B AP 2E M0, a0 S 
detla Me KSEE "a n 
OJet*l«Me7 (oss te). 
出 此 ， C10) 的 右 端的 积分 存在 ,并 H l l 
HT = [P rem "i= HF, 
即 如 是 对 称 抵 阵 ， 又 对 于 和 关 0, 有 
CH, a - [rt a > |, efipyds 
jo e v7 


cem N . 
i EUN hessw [d5:-0, 


BREL V — (Ha, ac» 是 定 正 的 . 
其 次 , (ILO, an APERE m ett ELEC 


V (raj ee Hetaa, ear) 
cm I dote]? dss [7 ott anode. 
EGEv—sbit, 那 来 由 上 式 得 | 
V (a) m | erwold, 
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GES -EV (eta) = — etl, 
特别 当 1 一 0 时 得 到 

ol (11) 


即 5T 是 定 负 的 . m | 
因此 ， 当 4 的 特征 值 的 实 部 都 小 于 0， 即 方程 组 O HPR 
m =0 渐 近 稳定 时 ,存在 六 RAER: 
F (æ) =<, 2570 (x20), 


T c9 (r0). 


— PE H E a 

GFHEBA-—L ` (12) 

这 里 了 是 % 阶 单位 阵 . Us 
(12) 完全 是 一 个 代数 问题 ， 它 应 当 有 一 个 代数 学 的 证 表 。 
如 果 A 是 对 角 和 矩阵 


那 末 (12) 成 为 


人 
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因此 Zayi — —1, ar Ka) fs — 0, ctl Qa dA) hu. — 9, 
l aas — 一 二， s.. (hat A) han = 0, 


AR RRRALRAMRSTARRMDRACAS RA AR aS AR dA 
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o hatan = —1, 
0 2 bi 时 ， 
从 而 m] 1 a 
i -5 “keim, 
即 rore 
如 果 和 <0 (= 1, 2, —, 1), IBR V (x ) 是 定 正 的 ,而 , 
a a 
d a 


对 于 一 般 的 怎 阵 4， 我 们 有 王 述 李 雅 著 庶 夫 和 定理. 
TAS 如 时 矩阵 A EYES Ai, As, M EGER 
(^0 AMO (b i-i, 2, a), 
AK, 对 任何 和 % 阶 对 称 方 阵 D, 存在 唯一 的 对 丈 盾 隆 H 满足 关系 
: ATH -- HA — D, 


(Q3) 
“证 “根据 线性 代数 的 许 尔 (Schun) 定 而 , EERE S 使 
MEAS REMEM 0000 0. 
DELE ML 
Sag-| 9 .?^ ban 


Üwm-raerkreumidnBasruak 


以 S" fce, S ARRAI) 的 西端 , 得 到 CENG 


STHO RIAS (S ABYTREHS S — ATDA, i: 
车 记 STHS = (gu). STDS = (ni; URS 


LEM 
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Aa Q ce gis Yin 
m bg s u fu Gan 
Din ba, i PET Unn 
Cay Cin 
2o [03 Ca (4) 
Cin Cori Can 


把 它 展开 就 得 关于 Jis," daa, m, Ku, Jas, cU Wee cy Fan dE 
于 mn 二 1 个 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 BEA 
Ga gu = en 

| T Qaia in nol ta 


EEEE PILET e svea 


bas aa ek nm S as Bn ,十 Qa ge = Le. 


Cet hose M fA)ga- 一 com， 
lA mE 1 O 


| buts 十 "A NM nf a—1, ab S7 "A =e o— Pany 

— m (a) ORI SES BrEL Br ES nf DES Nf 
SE gw, Mh (14) RIPE — Hk E G， 击 于 H — (82) 208-5, 所 以 双 
任何 BXEROBEP D, FENIAN H = (fu) 满足 关系 (13)， 根 
所 线性 代数 方程 组 的 理论 知 ， 作为 lsqiy AR m EE hu 的 方 
F2sH (18) B5] 3 数 行列 式 不 为 0, JA TE FE G8 AT PARE H EX 
Ax 03). PO. 

当 4 30 D RUESOERERI, RODE Dx WC 

suo HATAH--D,. 

Breb H —H, 即 互 是 实 对 称 矩阵 . . 

BENRA 1955 年 发 表 在 Math. Nachr. 14, 949—354 Li 
W. Hahn 的 一 篇 短文 . | 

特别 ， S 4 的 特征 信和 都 具有 负 实 部 时 ， 定理 的 条 件 成 立 ， Er ix 
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FERRER H qe cA 
HA-ATH--—I, (15) 
剩 下 来 应 证 明 OH REEERE, HA, ATE w 使 得 
Hiro, Xo <Ü, 
IRIRI EHE RE 3 方程 组 (9) HERETER, 它 与 
A RREAK, HE 吾 >0， 其 次 ,车 存在 m0 
使 得 CHa., x -—0, kE Hz-0 Xi 
SH (235 - jo) , wot 250 
IHEM ae 3e uc EY. AER «Hoo, do» —O 得 
SuCHae, d» ao uM Ha, WD 
对 任何 实数 严 成 立 。 由 上 式 得 《 豆 xo， a»-—0, 特别 当 w Hm. 
时 得 Ha, 五 2o> 一 加 即 五 wo 一 0， 再 由 (5) 式 得 
aH Axta A" Hao ~ aim, — |xo|*«0,.- 
4H ESX AGRIS 五 x。~0 而 等 于 0, SEDES. Bist, MA 的 特征 
信 都 具 负 实 部 时 ,满足 避 辐 的 对 称 短 阵 互 必 是 正定 的 。 — 
友之 ,车 H X5), SEDE TE BUR OD 的 解 进行 估计 - 
SEX: E, Bik 五 是 正定 的 , 那 末 存 在 常数 mo0, MIO 使 得 
mem, x»xQHw, ws Moe, x», 


Ep mje[e-He,x»-—MieP. 0 

oF _ Hy 2 —-l. 

由 于 -人 一 一 ie 和 一 贡生 rz wy V 
即 A Y Gn) rV C"), 
所 以 -分 £V. (etto) eX eno, - 
Am 当 Oi 十 oc 时， 
V (etw) 246» <U,- 

Bp V (emo EV (woe ^ (0-0), 
于 是 mlet | * m He mo, æo 


一 上 _t 
«im. Kope YAM Erole F, 
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BI3 Oso 时 NE 

lett; ax) = Jetta a] lwole Tr, 
因此 , 4 的 特征 值 都 具有 负 实 部 . B 


3 HB. 
1. EVG)-—Hsx, x) 是 定 正 的 , 它 按 方程 组 
Hm ax 
di 
对 时 间 + 的 全 导数 -名 一 是 定 负 的 , 试 证 方程 组 
l SE L Aat g(a) | 
KER x 一 0 是 渐 近 稳定 的 ,其 中 la OCT, 
2. WENEH C 
dto 0 dy 
Wa € ud 


BURN ORROREL Mop m 是 常数 ， 册 此 技 出 方程 组 
DE myrar G34 a), 


YW mi eg (af y?) 


di 
的 函数, Me CTRA. 
3. 确定 方程 组 l 
化 = -gtG-D9 
X =g--1 +y" 


的 平衡 位 置 , 并 讨论 它 的 稳定 性 . 
4. 对 于 非 自治 微分 方程 组 


SIG, 2, o 
假设 fC 2) 在 [0, be) XG 中 是 连续 的 ， 关 于 = 是 连续 可 微 的 ,ft 0) = 
9， 如 果 存在 定 正 的 函数 (7， 它 按 方程 组 CO 对 时 间 4 的 全 导数 B 
E 

dV $ BV (x) 


di Fi OY 


fat, x) — AQ Q0, 


$4 FEMENA RENE 


HEAO SO, [Dd 一 + 诚 证 方程 组 (的 莹 解 是 渐 近 稳定 的 ， 


5. 斌 求 方 程 组 
dE c ; dy 
十 一 Ya， d^ 7 Jr 
的 相 轨 线 , 并 岂 此 讨论 它 的 荨 解 的 稳定 福 ， 
68. 讨论 方程 组 
T =y- Be— r(x +y- 2e)’, 
Gy a, ` L2s2 
-E 2g 十 385 yis- yti, 
dz 
g T 时 一 2 
的 零 解 的 稳定 性 ， 
了 .假设 线性 方程 组 
daz 


u 068v £x —yzd- Ug 


28$ 


REPENS IE RE ACA RON ` 试 找 出 一 个 二 次 型 (x, D, Bi 
XAOPBSIRI ESAE Tory, MV WENED 


的 掌 解 的 稳定 性 EE 
8. 试用 PERDEA EE aiea 
Fety, 5 F xum m" . i. 


的 零 解 的 稳定 性 
9. 试用 李 路 普 诺 夫 直 接 方法 讨论 方 种 
人 + 名- 
的 零 解 的 稳定 性 . o 
10. REFERRERS IRAE AGES 
EIE T sin p-Ü 
PAESE IE 1810 ALTER, g ERAMA, 
.讨论 方程 组 
yt -DL Dt E- 9*1 


. Mas 2y t da — 5e n- D* 4 G- -2h 
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D s —23 29 5- 8-- Qr 2) [Gr 1)2 4? 4- (6 52)2] 


的 解 e= 1, y—0, 252 的 稳定 性 { 提 示 : V — (xD y 6-2: 
13. jARi-E TEES DDEBCBIEBES gH 


Agree DEG- Dr. 


z — —2- 22 -yF(z — 124-9] 
的 解 r=1, y— 0 的 稳定 性 . 
13. bU Ca) 是 变 号 的 二 次 型 ,本 (四 一 DCjzj2t9 (92-0), REV (a) — 
U (x) -W Cx) EHE Ej n 


$5 一 次 近似 理论 
EJI RER 3H " ， 
ge fæ) O= -0) 0 


"T DARE, "— 但 
ERV ARAETA EDERSIRR, RE, ATVEGCRRI Ucet 
TXXES ME. 

RE f Aci O MA — -MRSA 3 


zx 
-Avwt g(r)}, 
其 中 ge s ES zÀ 2 on 本 
Wi o-ó,€1, AAA: (m 
 deat- ocjel. 
”我 们 称 线性 方程 组: 
deae E — (8 


是 方程 组 (2) 的 一 次 近似 方程 ， 自 然 要 问 ,能 理由 方程 组 (2) tot 
解 的 稳定 性 讨论 非 钱 性 方程 组 他 的 零 解 的 稳定 性 噬 y 一 次 近似 理 
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论 就 是 回答 这 一 问题 的 . 

定理 1 如 时 线性 方程 组 (8) 的 零 解 光正 是 渐 近 稳定 的 , W 
来 人 多 的 零 解 也 是 浙 近 稳定 的 、 D. 
证 由 于 (3) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ， 所 以 4 的 特征 值 都 具有 

负 实 部 .根据 $ 4 的 定理 5, 存在 定 正 的 盘 数 

V(m)-dm,x» — 
Wi 矿 按 方程 组 (3) 对 时 间 + 的 全 导数 ZEE 
H |o (EHE, 内 一 一 人 

 GUNGEV 按 方程 组 DDR 上 的 全 导数 


由 于 l ga 的 线性 函数 , node), BEA 
总 人 0 c 
THRI $ 406598 1 A rs » 是 定 负 的 ; 所 以 方程 组 (2) 
的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 — | 


定理 2 DEAE (3) KAREE A INED ED 
—MÉENAOJGUEOSEAOSEREREEE 
E RIDON A RERE AAE KRME E. 
设 4 有 7 个 实 部 大 于 0 RRE M, Jo, e An nr MERD 
FE O BOARTEN Aras, Fris, sd 在 这 里 我 们 把 了 重 特征 值 算 为 1 
个 特征 信 ，。  。 ， 
AURIHO RO, THES EUE ES 使得 
La A 
8- 48 - UE 4) 
其 中 A, or BERE, REOR da, ha, s An Aa nr BOSE, 
MED ANS -20 | 
对 系统 (2 进行 线性 变换 0 
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x-58y, 
得 到 PLU 43 二 有 CS 
A^ =- Aat, y» 
^ mc 


= Ay" hlg, y», 


其 中 y. 7" rHdEWDESUD CO 0000 
y of Rp, v) " 
- TES - cq». 
v- (9), hao n ML 
对 于 方 阵 — n, 它 的 特征 值 一 1， —Àa, c Us 一 hr 的 实 部 全 
是 钢 的 ,所 以 根据 8 和 的 定理 二 存在 正定 的 了 阶 对 称 方 阵 Ha dH 
ERR 


—ATH,4 HX Ad 二 一再， 
其 中 五 是 7 阶 单位 阵 , 即 
A H+ 开机 二 -了 (5) 


同样 ,存在 % 一 7 阶 正 是 的 对 称 广 阵 如 3, WERR = 
ASH, + da — — E, . . . , (6) 


其 中 I; En- r 阶 单位 阵 . 

* Vn say, y» CH, P 
"dE y 的 坐标 床 点 的 任 一 ipsun TRAE, M TRIA (4) 
对 时 间 了 的 全 导致 


| dran HCA eB, a», s>, 


TH Ayt hlg, y^» i 
[Halda tH haly, y), go» 
—CH aw, AH RP, yY 

=L (A HE HADE, yh» 

—(ATH,- HyA)y?, y^» : 
«Ut, fr, y» 
Hay, hy, y». 
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ERSZ A6, 由 上 式 得 到 : 
KUD ys, y+, y »*o0sl 
- Iul? ocu. 


根据 §4 定理 5 知 D. 是 定 正 的 因此, 方程 级 (人 的 零 解 是 
不 稳定 的 ， 从 而 , HEAO AUR. ao — 0 JE RERO. 
DII) PERAE MAENE 


d'p 4 E. singe 
dé +b de P ti sine 0 


Mir oco 和 9 的 各 定性 
o Ẹesp, y= ， 得 到 


P E 
ui =Y, 


一 $ simae— by, 


它 在 (0, OENE- WEU EE 


vh 


ur 0 dy Z wy 
di ruled P ub ru by, 
T X OE RRISE A E 
Lau E de =0, Do 


-所 以 特征 值 都 具有 负 实 部 ， 从 而 方程 给 (D E SR ERR -— 
Sg SROPRRALCD) HPAES m, y-0 的 稳定 性 ， 引进 变 


B. . 

` UU gum, gd, 

s ARTEL Li gg a 

得 到 "E sdb v. D 

BM 

by, | 

它 的 一 次 近 侯 的 特征 方程 是 。 | uH 
HDA =E SO 


$54 FEE cede pa 
有 有 一 个 正 实 根 , 一 个 负 实 要 ,所 以 方程 组 (8) RR Je CR SE BIS, RU 
方程 组 人 ) 的 平衡 位 置 =m, y — 0 是 个 稳定 的 . 
[6]2] 讨论 方程 组 1 
da 


一 一 一 -一 :一 一 3 
di 24y- zd, 


Wet 


de 
P7 


HER e ——0 bz ME. 
该 方程 组 一 次 近似 的 等 征 方程 是 


=wpy— rte 


A42 —1 1 v 
A —1 A1 O jeMLALBAY8-0, (9) 
| —1 —i A44 


Tc, 24 A0 iE, AQ) 263720, Br EL OD UCTESEUR IS SB 
JEUX dn X —a--4B8 0) TEC) 的 复 根 , 那 未 
o! — SaBg*--4(o9 — 67) tiata, . . (10) 
Sa^ B — 8^ - BaB 1-58 —0. (11) 
出 于 8-9, WOOD 


Bi— B30-8xrtB 00v 
RA GDI — Bo3 — 82e — 49 — 1T — 0, 
Spem EXGPRIREREGL. BiA as 
TAAR, O) ABRE, RU RAMEN RN 
近 稳 定 的 . 
关于 淹 断 多 项 式 的 很 都 在 左 半 平面 的 问题 , 是 一 个 重要 问题 ， 
路 斯 (Routh) RE ZA (Hurwitz) 给 出 了 解决 该 问题 的 充 分 必 
要 条 忻 ， 利 用 例 2 的 步骤 可 以 证 明 , 实 系 数 三 次 多 项 式 00 
BATH ATH GA a= — (ag7 0) 
的 根 全 在 左 半 平面 的 充分 必要 条 六 是 
81,770, da> Ü, ta >Ü, 19377 Goa, 
[A erea 


45 一 次 近似 钥 论 büs 


人 一 一 4 一 ytrtegu u o 


M Ls sy ege x 


r2 —-5-2y-d z-d-c2 
的 零 解 的 稳定 性 ， 
该 方程 组 的 一 次 近似 方程 的 特征 方程 是 


AY =A 2-24? — 51 —9 —0, 
因为 AO) = —90, 4(2) 217-0, KAELAGA ER, 从 而 方程 
组 的 替 解 是 不 稳定 的 。 


习 题 


工 - 方程 e-i ztzrtíer—0 附近 询 一 一 次 近似 方程 是 中 
z, EIR BTE AEA RE RE E 


s-a 和 一 次 近似 方程 i MA 


L 
CIF 
2. 试 讨论 方程 -到 一 

HETH, 
3. 试 找 出 方程 组 


T ypa, + 


的 函数 , 并 讨论 ERI. 
4. 试用 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 讨论 下 列 方 程 组 的 零 解 的 稳定 性 ; 


-sini Kci : 
D ints +y), di In Ci y); 


ur 


5， 讨 论 下 州 沪 程 组 的 零 解 的 稳定 性 . 
dm dy 2 Be ee 
D grete, yte gt g TT ee 


2) duly, du dy —sin(z-F5; 


3 AE cin org), H oa- y- r; 


a4 DE e ersiay--sinz e —1, E - -sin(z 4-35, 
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—lig(r +s), 
9. 讨论 出 体 绕 固定 点 转动 的 方程 组 
AS? 4 (8 — Bygr--0, 
BÅL c (A—0)rp=0, 
eot ir + CB- Aypg —0 | 


KRE p= —Ó— A, 号 和 0 RENES, BEA 
«B4BGOC-ASB, 


一 一 一 一 第 六 3X ————— 
一 阶 偏 微分 方程 


31 引 de 


如 果 微 分 方程 中 的 未 知 了 数 是 岂 个 (多 于 一 个 自 AF HE HU PR 

数 , RUACTREIOX TION GASA VERB. 力学 的 许多 问题 归于 六 

偏 微 分 方程 前 间 题 ， 我 们 在 这 一 章 中 将 介绍 一 阶 偏 微分 方程 的 理 
论 , 它 和 分 析 力 学 . 变 分 学 .微分 儿 何 学 等 有 密切 的 关系 . 
含有 两 个 自 变量 的 一 阶 偏 微分 方程 可 以 写 为 ” 

一 0 a D 


这 里 和 ?是 自 变量 ，= ARABI- qc D. REEN 


变量 e, v.p 4 (6 B AC SR (e, n p D 在 五 半空 则 的 某 一 区 
m Gane, aereo, 并 且 (6 ye 25) go, 也 就 是 说 
OPERAN PR g. MRAN (e, ORE DD 
LAERTE 
z=p(æ, y) i (3 
RASE), S SIT G, 9) € DN LAE 
CO Fs, y, pæ), de a, 965 0- juo, 

ADM ple, y Xj QD in - A TARR DAR 
PRR XE LA. BUT i-e, 分 在 三 维 空间 (mw y, DL c 
曲面 , 我 们 也 称 解 (2) OTRO ARA E. 

例如 ,讨论 方程 Sou 
ty. e exp 


288 BAE PRAET 
容易 验证 , a 一 各 +2y+p(y) 是 它 的 解 ,这 里 pa) y 的 任 一 连 
续 可 微 函 数 . 
及 如 ,讨论 方程 
PRA 
| iny suc 
作 变 换 og, a gn, Noam 4) yo 1), 


$u 0s Du 0s Oy -i(g- 2). o. 2 
8n, E" oy gu 280m 

TOE OLLA 这 里 wE) xim c ie iio 

I PB 


| C amoet) MN 

是 方程 (3) 的 解 Qoo TV 

RUTAQMIEOY ERU UE RE OR ERES B 

子 中 可 以 看 到 ， Ht PERMET UA AME 这 是 与 党 
微分 方 靶 不 同 之 点 .。 。 

2 £i, ACE TERRIER OE CAU DLE T 它们 的 和 

ERMET, Rp d AERA UG RVR AE AUI A, H 


= f(t, D 
— | 
sep Fir, odr 


GED, PDT OR E EAEE EEA d: ROTE ERE M BOE 
地 求 它 的 解 ; 但 对 于 多 个 变量 的 函数 一般 并 不 存在 类 似 于 牛顿 - 
汪 布 尼 效 公式 的 关系 式 ， 因 而 求解 偏 微 分 方程 的 问题 一 般 不 能 化 
AGRIS EE MIR: ， y PEDA BETOL T ER PEE UEM d 
定 现 的 方法 很 玲 移 到 态 微 分 方程 方面 来 : ” 
尽管 如 此 , 对 于 一 阶 偏 微分 方程 , BUR—RURIEXEEDRUR, 但 
它 和 常 微分 方程 有 密切 前 关系 ,我们 这 一 章 的 目的 也 就 是 阐明 一 


$1 引 论 o 5o 
阶 偏 微 分 方程 得 一 阶 常 微分 方程 组 的 关系 ， 


在 第 一 章 讨 论 常 微分 方程 组 
Gt A, t7 La) 
des - n, e 
"dio aÇ, 283, , mS), 2 (5) 


的 首次 积分 时 ， 曾 经 指出 ， 姻 果 函数 g(t 2, …, m) OTRA (D 
的 首次 积分 , SIG em elt, a ns COREUGHIARGR 


=0 (6) 


Da. 
的 解 ; 反之 ， 假 若 i-o, mu cc, ww) 是 方程 66) 的 解 , 且 9 不 是 党 
数 , IK o, t, =, we) 是 方程 组 (四 的 首次 积分 ， 因 此 , WTR 
BRL DOSE CO) 只 要 找 出 相应 于 它 的 方程 组 (5) 的 首次 积分 ， 
我 们 在 第 一 章 也 引述 了 下 面 的 事实 如 果 Pa (ta nn, 22, 
pa Ci, Di, t, Ba), rs Qu Bar R8) 是 方程 组 (5) 的 a 个 互相 
viri inen, — Ws, cry am) 是 其 变量 的 往 章 迷 续 可 
MEM 那 末 复合 函数 i 
Dipli mi; et, m), Palt, Ba, rn mss PaE, Bap n im) 
GEO MEWUEUM 所 以 OO O S 
Bp mn)) 
CE VEIT C | 
现在 证 明 (7) eH T 2138 (6) K a BREUI BOBO BUE 
可 以 由 (得 到 事实 上 ,假若 
l ampli, Bi, X. 
ROV GO BR, EKATE 0a s dd 
QE d, i, 2.) , Qu, a, tuit, tns PaE, muy, m) 
都 是 方程 组 (5) 的 首次 积分 , 从而 成 立 着 nti PERR oO ie 


ex 9-35 uuu 
pe T SE Pis ELE T + Salt, wye 42-2 


aog NONE piama NTE 


CETRO 2) Ee fS, ds, mor. 


22 4 fÁ, Dj t ,fn ) 5 T: e falt, vi, HF Bn) " =, 


ET 


O9. | Oe 
ài 4 fi, Ti, ,as ers 十 3 FC ma, n m) D =0, 


可 以 把 它 看 为 月 非 零 解 工 fac Ja WREN KRAD EA, PI 
以 它 的 系 儿 行列 式 全 等 于 和夫 Es 
IE Op p .. 9p 


Qa e, 
gi eoi i 
oto öt Qu. |=0 
Opn E n" Og, 
Ot — Om En 


因 之 n--t A 85 3 | . 
qp, m, t, Bado qu, Bi m), ns Palt, n, nn, P 
PTT TET 而 eu, m, rn, muon Pal, Bis s m) REA 

独立 的 , 所 以 存在 函数 甸 合 得 gs 
PCE, 2, ^, as) =P (ga (1, ai, or m), nns pa a, n Ru) 
US HC, MERE TAE (940 n HAN EE BUR, 就 可 只 
找到 偏 微 分 方程 (6) 的 全 部 的 解 . 
特别 ,我们 得 到 这 样 的 结论 ， ati PARER rst 
Ar RECO) RTEBI ati 个 解 一 定 是 国 数 相关 的 . 
^ [ei] 试 求 偏 微分 方程 


2s e, qe "T 


MET Bae 


"co (8) 
的 全 部 的 解 ， 
偏 微分 方程 (8) 是 一 ARENIS UR, 1 所 对 应 的 一 阶 


常 微分 方程 组 基 E 


sd os des EIE 2 EE u 
或 写 为 对 黎 形状、 


方程 组 (9) 的 首次 积分 基 ry i ~ : UG. Cos 


-一 一人， 一 一 .t —g 
1 bi + e PA m"—is; 


县 它们 是 互相 独立 的 ,因而 、 


(名 各， 1 
eR) a 


BEHE QUERRE JN D RERCAEOETS LE BERT UR RÜ 
从 表达 式 (10) 知 道 ,方程 (8) ri te M E EEL ek 
学 分 析 中 已 经 知道 , EC UI MCI RE em. 


5J E . | g epi DH GRU. 


p | 985 70 0007 
1. E Th a Q6 ote ES Yu . T 
AE POP 
3. Ae cz ya UA ub 


af Lue um 

5. V z AL ar tyy: +y z=, 
6. eie e i 

uoRde gu up E dioere ur 
7. 9a wt DR E eA. Dg O oad 


8. cn GB zy) 2 RM 


v9. Qnin Dac qut) Pieds) Rap] 1o 07 


302 Fre Wd 


10. a(r4 s) 他 yt s 


ey 
i Ael (lo 
13. x Gh P Er +e Gh y 24-0, 
TESE 2-9 25 Lecta D co 


du 
eu Ou , y e zu 

15. Am hp tám | 
Xp A U-1, 2, DETA ute a 


A 1 fi Afi 
y a 

yi 2 Öf fal . 

èr Bw OB bU 


E afs Afa |. 
. 六 e f 
HXSGNIARERRERRRRTA ; o o HEN 
O 46. 设 Xo, zi, ya.) Gnd, 2, o, 内 是 连续 可 微 的 ， 各 果 册 =- 
ei, fo x9, Ut m Ut dnos do, di I" MI 5 AXE dos 
ER Ay) G-,3 4) 
的 解 , Bin dr efl G* 
Pelta to, zh es amma] (hol, 2, ces n). 
Vig B up, t, mus y) GSL, 2; —; it AR aoa 


2. aee zr "rt, Fa) Bik i 


eu 
x. nij 
EUM. 


$2 BAR MRR B 


一 ， 拟 线性 一 阶 篇 微分 方程 所 定义 的 方向 场 和 € 
dU TÍIA- EB EE 0 — MMARI 
ala, y, )ptb(s, y, z2)g7o(m Ys Ds: . {1) 


GERRARA c OMS pe DL, ge SL EXTR CO RAE UK, 


£2 HRI aoa 


BAK a, y, D, bæ, y, D Mew, y d EE, IDE UE Li 
Ie itd KRG KAAS P SG Ba 各 了 在 从 内 不 同 诗 
-现在 来 说 明 方 程 们 的 几何 意义 . DRR G ARRE y, 
2) 为 始点 , 以 (4, b, 为 方向 数 引 一 向 量 , 我 们 就 在 区域 号 内 的 每 
一 点 确定 了 一 个 方向 ,因而 得 到 了 一 个 方向 场 ,我 们 猴 这 个 方向 声 
RO OHNAOHEROO SUBEN A 405, BEA MR = pæ, )-— 

e ÂZ 和 p 是 连续 的 一 一 是 方程 (了) 的 积分 曲面 , 那 末 它 在 
(m, y, ou, DEAJI p= DP, g= 2B _ 工 适合 等 式 

ap 十 59 十 6. (— 工 ) 一 .0, 

qui XE EE BE Ca, 5, 0) 和 向 量 Co, e, COAT, FAR 
4y i ii 2 9(o, 9D I TE— AR 
法 线 与 方程 (DD 的 方向 场 在 这 
— jh 75 fa EC SÉORE CI D), 
另 一 方面 ， 一 阶 常 微 分 广 


程 组 
Re y, €), 
=b(%, y, 2, e 
Xl. "PS i 
EE, y D SWPER 000 0008 6.1 


385 US E COR EBORE — EC AVEC CORRI) 
RARO TIE OD RESE, WERRIBEE 
(s), y—u(s), a—2(s) E ME2S TRI Go, 9), APERAR NR, 这 家 
BRAA -MARAA ED A iur H, 

二 、 等 价 性 定理 . 

HR CD E HIER RI CONI 
下 面 的 意义 下 是 等 价 的 : 
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了 ”特征 曲线 族 ( 即 方 午 组 (分 的 相 轨 线 族 )? 扬 织 成 的 光滑 曲 商 
Ly IDEM pP pA 

2^ 仿 微 分 方程 (全 的 每 一 积分 曲面 2— (v, y) HIE! BUSH f 
HK AL, BUE BUE 2-9, v) Ig UDE DI ANETE AOT FE 
在 有 曲 画 z=p(w, y) E. 

ATERA G 17, WEE, KURSE e — e, 下 (不 一 定 
是 积分 有 曲面) 含有 特征 曲线 ewy, y=, dm) 屠 求 


aceto, ss), ke SEC min). ys)) 


be), TORO) P5 ICM MON 


ews); y (Go, 20). E (3) 
事实 上 , RARER EHN -pe DEKE ” 
e. =pl), yO), | 
TERT . 

= CETE 


i 但 按 特 征 砷 级 的 定义 ,zf(s) =a, y' (S) b, t'()) -o, 代入 上 式 即 得 
(5, ARRAT, 曲面 > 一 p(c, v) HT HOT TUN C, A, DH 
征 线 适 合 方 程 CD. 所 以 由 特 钙 出线 织 成 的 光滑 曲面 一 定 是 方程 
CD BOCA Hi T. 

现在 证 月 结论 2”. "T DERO RAHAM, 这 时 
在 曲 画 二 每 一 点 处 CD 8977 Fla Bü 7r h (a, b, o) 与 曲面 的 法 线 方 
EHEH, BELL EIE Co, b, 0) 位 在 积分 曲 而 的 切 平面 里, 这 样 , 在 积分 
曲面 上 导向 量 (a, 5,0) ETAR. 如 果 在 积分 曲面 :一 9, y) 
上 引 一 条 曲线 ， 使 它 在 每 点 处 的 切线 方向 就 是 盘面 上 方向 场 的 方 
B. 那 示 这 条 曲线 就 是 方程 (1) GS HIE HR, 

“我 们 把 土 面 鸭 说 论 用 分 析 吉 达 式 窟 出 . 把 z—e(o, PRAN 
RaO 的 前 面 两 个 式 子 , 得 到 
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—a(z, y, pe, y)), 


dy 
"ds b(m, V, pls, y)). 


求解 这 方程 组 , 得 到 两 个 函数 zz(8), y—y (0. X 
sls) pwr), y(8)), . 0) 
那 末 a' (S) os), ys), a4()).. 
y (s)exb(e(s), v(s) ,.»(9)), 
z (S) = po (8) t ou^ y (S) ap, t bp, 
-mo (aC), y), 2(5)), 
所 以 曲线 ess), y=y (3), cesa) EFE (D) — 型 由 
(b) 18 Ecc d BE (m, y) b. 这 就 基 记 要 征明 的 结论 22. : 
根据 以 上 讨论 ,我 们 得 到 求解 一 阶 拟 线 性 仿 微 分 方程 的 方法 
首先 作出 它 的 特征 方程 (2)， 并 求 出 它 的 全 部 解 ， 然后 从 其 中 选取 
一 族 特 征 曲 线 , E ETSIN H ih T. 这 样 就 得 到 方 f 0D 的 一 个 
积分 曲面 . 
三 、 柯 西 问题 
如果 在 方 程 (的 定义 区 起 内 顶 先 给 定 了 -条 曲线 
l, 一 ION y= mÒ, z= sof), (6) 
要 求 找 方 程 (的 积分 由 面 * 一 9 fw， y), EETA BEER Z, B 
O, =p), gD), 
cA ERE RU An CD 的 柯 西 问题 ， CARROS RI IU 
偏 微 分 方程 中 的 自然 折 广 .。 0 
我 们 在 解 桔 西 问题 时 ， guo, E Asin, H 
ex (£) 3- yo (0) 70. 
RUE RAI REI AL PLUR ÁN e CR — X à DC] 8 
BUBREPIEENCEIERRYIBÉ 0c 
i* dn 
eol iy Ealo, Yol, wold)) DoE, v, e), 
IPEER r IPLISUR HE -— B3 R65 
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2” 如 果 了 是 特征 钱 , 即 


ah) ys C) 
Gio), Wo), A) Gs, XO zo (0) 


LIO MEN 
一 全， MORAO 
那 未 上述 柯 西 问题 的 解 不 是 唯一 的 ; 
3° 如 果 了 不 是 特征 线 , 但 | 
o (D) y (E) exa (no (2) , go (13 , 89 (2) : b 2, PD, ACP 
MELBA E 0 m 
XE 先 讨 论 情形 1?， 根 据 关 于 e, bye 的 假设 及 常 微分 方程 
组 的 解 的 岩 在 性 和 检 一 性 定理 ,: 对 于 有 曲线 上 的 性 何 COR Gs (D; 
n, 3290), 方程 组 ( 史 有 和解 (以 s 为 自 变量 ) 
l =m lE, PEJ, G 
a) y, es), F 0 
D =g (Btob), Vom) pP o oo n 
适合 初 值 条 性 l UH 
2 (0s zo (2) , go (0), zo (D) mas" 
DOTTORE TOPE TO me (D, 
. z(ó; 加 的 ， PH, ROMS TOR | 
i) WO CH 8), ys, 8, (s, t), ^ Cx a RESI 
一 族 以 1 的 点 为 始点 的 特征 曲线 ， 这 族 特 征 曲线 在 的 附近 织 成 
EIUES TIE LIT (C MN 
事实 上 ， 因为 (7) ERR (D RE, DEL 


decet, D, vis D, = 本 


CEET 2, và. t), «G, 2), 
ec 
X | CE. 
所 以 当 s 一 0 时， 


750, 31 no, 
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E| Salo, yo) oA) Bo), wE) 

= #0, 
ps a) 2E | E 
EEI 的 yoQ) . 


TT ROSE ES 
s—a(s, t), y-g(s, f) 
EFE 和 上 CEL TECT MEME 
s—s(m, 的 
它们 都 是 c, y 的 连续 可 微 函 数 ,代入 (7 的 第 三 式 得 到 O 
me y), t, y) -o(s, 9). 
函数 (m, y) JÉ e TH v 的 连续 可 微 函 数 , 因此 
z-—g(e, y) 

JUR ERAURSURADEN TUR, io Ri Re 
柯 西 问题 的 解 ，. i 

又 因为 第 二 段 也 证 明了 下 面 的 事实 , 售 有 1 的 积分 类 回避 可 
DL B KOTE REAR UR, EUCH I EHE REEL BUR Rn 一 的 ， 
因而 柯 本 问题 的 解 是 唯 -的 、 A 

BOGHENDEBO. RA cdd, 
BibL E Eg — P BESTURHUE dE AR Do 36 1 
自己 , ATRASE. 但 这 时 可 以 任 
意 引 一 条 与 1 相交 的 曲线 ?使 得 Y 适合 
1^ HER, 这样， 以 Y 为 初始 曲线 就 可 以 。“ Dd 
Ma RAR SANEDRIN... ， Be 
但 国 为 ?是 任意 的 , 记 以 过 特征 曲线 7 32 BUPONL 

最 后 讨论 情形 S. H 


BONO FAYANS 
AO IO EE 


得 到 eb (E)mka, yh) mb, ^00 oe 
假设 存在 积分 曲面 =p y), CRUDO. E HBUK 

2o (D =pl), yo(£)), 
BEI zi (f) = ao (E) pat (0) pu =k gt bp) = ko 


sos 第 六 章 “一 阶 入 微分 方程 
Hoo E LION 


ARMUMA aas (D. yy 一 Yo( 引 ,2 一 加 ( 拉 必 是 特征 曲线 ， 这 与 
假设 '? 不 是 特征 曲线 矛盾 ， 所 以 在 情形 3^ 时 柯 西 问题 的 解 不 存 
d. (| 
WG ARIA | | 
sq—yp=0 ` (8) 
的 过 曲线 c=0, z= PUBL BUR 
这 时 a— ~y, bz, o= 0, AE CD TU EGER 


Den +y, d Z 0, 


它 的 任 一 ME 
f wp cos 3-- cs Bin 5, y= 8i 8 — 0, CONS; jm C0. 


| MA Qn 9, M z= ë, 因为 ur l 
s 2 teme 


投考 -区 可 人 人 有 地 级 
人 m 


i Em NEL 
60 78 1a dg 


Qnae. s. 
aU: 


e| 2-07 é= 0, ME 
| so 一 — 62i, | , 
， | som ea P, 
得 到 . vw— —isins, y= 16085, "a. . 
ERBEN 2s a, 得 到 PP, ROSA 
£ 1 的 积分 曲面 是 o 
3 一 二 十 全、 
(Pi 2] RRIAGA: z=; += R E, 
的 参数 方程 是 Ds 
q 2 808£, y= t2sint, A ` 
T £3 77 iÈ 
Ue (-—-2sm£, X 200st, 0), 
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E8125 8 CB) 的 方向 场 的 方向 
(CF 28inf, 2cost, 0) 
蚌 一 致 的 。 记 以 了 是 特征 线 .根据 前 面 的 讨论 ， 有 无 穷 多 个 曲面 信 
有 曲线 i， 例如， 
2g—a5qa^5—8, Az—sajd-a), s —a—349)-5 
SES ARE DT IPSE . : 
t5/3] ARTE GCHAR i sm a, a 1 BELA RE 
曲线 1 的 参数 方程 是 4 一 c08t, y= --sint, s— cost, HF yrl 
ARBER m 
al (D 39 (0) & ( — sint) : (Ecos 1) m (— qj) eat, 
但 了 不 是 特征 线 , 因而 所 提 的 柯 西 问 题 无 解 . 


可 Bm 
HOR PRAES re PH E S HH p (E 5) 
l. Hy pe a, 2. sya=C, 
3. g—Czy. 4, gm) bg), 
5. g—Cxy, l 
试 求 下 到 柯 西 问题 的 解 (6~12)， 
6. spd-yq- 0; ly~1, gc. 
7. s(z-E5)p- yg eg 6 Ez—l, =v y. 
8. zs ean DE ray zih ge A, "y =", 
TN 
es 2t _ 
9. Er rty dw- T, z= " 
EE LP IA = E" 
10. x Br A xy. 了 一 了 
11. eG ?一 Rd ov te=0; - iyc, =r, 
12 "EN «P elo 32 二 9 一 0 z-ys—i 
HE: ET v ey 2 y 2 - y E t 
13. 试 求 经 过 直线 3 一 2， s—h HIRM +y hema EXE RRERTELES 
ELO Aero 


14. WoRÉSIBEDAPz—À, shy =l BOSORÉ HUE zy 二 as EX PUB 
H. : . . . ~i . 


mo 第 六 章 iata DE 


15. ARAH ER y= l, sse 的 则 面 ; 滞 它 的 任 一 切 平 面 在 Os k LRR 


mT PRT, 其 中 Ag 3D x GE, VU. 2g) 的 第 三 个 坐标 ， n PE- PH, 
16. 设 # 一 PC y En ORAN 分 方程 


n 
WX Ga tt ER, 2E 
&-1l 


BUE. iXub WES 5 已 交趾 
` pn ey Ea, 2) 0 
所 决定 的 曲面 Emp n TORMATA ATE 


n 
z Xn, thy En, 


uu Ou 
LB tty ER EM Cds =0 


"dcr Me Tay 2) 


MELOS, 
利 出 上 是 的 结论 求 下 列 方程 的 解 GI7 一 22)， 


iT. Grae) Doe whut 于 十 (iba rg) Uu —Edgdi, 


p 929 eu 
18. w, E u. c8; Pub DER 
198. gtwte 9 Z cure) Eo, 
20 z. 


21. (ja 2a*)p-k (2y* — 53) q 82 (8? yE), 
22. sslay ap - ge(zy J-82) qat, 


$3 全 积分 、 通 积分 和 奇 积分 


这 一 闻 讨 论 而 个 自 变 量 的 一 般 的 - 一 阶 偏 微分 方程 
(s, y, 2, P, gq) =0, 


a) 


4g UL LS BLUE aS FECE ES DERE EES AARRE T 


其 所 有 的 变 元 有 西 阶 的 连续 偏 导 数 . 
为 了 下 面 的 需要 , 我们 先 引述 当面 族 的 包 络 的 概念 。 
一 、 曲 面 族 的 包 络 

… - 访 有 一 个 会 单 参数 总 的 机 面 族 - 


$n, Y, g, a) =0, 


其 中 函数 更 在 变量 w, y, zg a s LA] — c LA Ez DS a uci 


(25 


—— 9 S8 o 
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偏 导数 ， 同 定 aH —A EI, QD ERR — TE EEE y ELI 
iaj. 
MRFE-AT S, Ee ERU 49 — AB, HTS X GA h guys 
Œ pA E, NOKHUm S REE RN m ao e 
络 面 。 自然 , 并 不 是 任何 曲面 族 都 有 包 络 面 的 。 
现在 来 决定 包 络 面 的 方程 ， 册 定义 知道 包 络 面 的 每 一 m 
于 族 中 某 一 BET, 而 这 曲面 由 参数 完全 关 定 ,所 以 包 禾 面 上 的 每 
— GRE BURUBOR GRO c eod 
amala, y, 2). o (3) 
REER | | ! 
Dls, y, z, alw, y, 2) —0, 0o (4) 
为 了 玫 述 包 络 面 和 族 中 曲面 林 切 的 条 件 / Pan ts 
的 某 一 曲线 
| - ONM (0, »(). 
因为 这 明 线 上 点 的 坐标 应 满足 (人 ,所 以 满足 恒等式 
| COR OM Dj ^ — ^ "(5 
Joh (ORI O, a, 0), HR e Hic 
上 不 赔 的 点 对 应 所 不 笨 的 参数 ， 


关于 二 BEFRO, PARRER 


0D dv , 0 dy |, 0D cz 95. da & oo g 
de di Oy dé Or AUS di do. |06) 


naby Aot pu emi (o, T n JS yrs 
OSRAM D c e E 
交 , 所 以 有 | Us 

Ob dr | Ob dy , ôP de m (1) 


Js di Oy di op d o, 


代入 《0) 并 考虑 到 A0, 就 得 到 方程 


si: .第 六 章 PARRE 
ap : . 
所 以 包 络 面 上 的 点 应 满足 两 个 关系 式 


Dey, e D0 Dle ys E EI 


从 这 两 个 关系 式 消去 参数 就 得 到 包 络 面 的 院 式 方程 
， Ff, g, 22-0; Lo 
对 于 曲面 族 (1), IOUI pip KON MIR RA 
曲面 ， 可 以 说 明 , MARAA, Du, Pn D, PARETE, WBE 
它 一 定 是 包 络 曾 。 事实 上 ;在 判别 曲面 上 过 一 点 卫 任 意 选 联通 合 
o (£) 0 的 昌 线 owl), yog), s=), BELA. (9) 8 R 
Pl, yE, A, e(D) 90 XT t 84K, 得 汉 恒 等 式 (@)， 考 虑 
8 (9) 的 第 二 式 0,0, PARRA). HF PS, Py, 0, 不 同时 
AF, 所 以 它们 表示 族 中 曲面 的 法 线 方向 ，(7) 式 说 明 在 羯 别 曲面 
上 记 选 的 上 述 曲 线 在 每 一 点 的 切线 和 过 这 一 点 的 族 中 曲面 的 法 
线 正 交 。 变 动 过 点 P 的 曲线 ， 仍 坦 得 到 同样 的 结论 ， 这 说 明 判 别 
曲面 在 点 P 的 切 平面 合 于 过 这 点 的 族 中 曲面 在 这 一 点 的 扬 平 年 ， 
所 以 由 (9) 消去 所 确定 的 曲面 
Jg EAE ， 
当 人 参数 a 固定 时 , 式 (9) 在 族 
de S (e, y, v, o) —0 上 确 
， 定 一 条 朋 线 ， 也 就 是 判别 曲面 上 
.对 应 于 入 同 参 数 从 a 的 曲线 ， 当 
判别 曲面 是 包 络 面 时 ， 这 由 线 也 
”和 款 为 包 络 面 的 “特征 铂 4， 族 中 间 
TUR ELA THERME GER AR DU, 再 变动 a, 就 豆 看 出 包 络 面 是 由 特征 线 
组 成 的 {图 6.,3). 
如 果 曲 面 族 中 相 邻 的 两 曲面 相 空 ， 闭 未 交 线 应 淳 足 
Pe, y, z à) —0 及 Plg, y, 2, &-- do) —0, 
Qc, y, z, atda) Ece, J, z a) 0 


从 而 


Ht 


Ri nbugEE 
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当 4o->0 时 取 极 限 , 就 得 到 Gu(o, y, z, 四 一 0， 因 此 ,这 时 包 络 面 
的 特征 线 可 以 看 成 族 中 相 邻 珊 面 兖 线 的 找 跑 位置. 
— WG 求 球 心 在 上 轴 上 半径 为 定数 * 的 球 商 族 
«3 y* 4- (2 a)? — n? 
的 包 络 面 . 
XP oescKRíRAR, 49 . 
—2(:—a) —0. 
消去 o, 得 到 和 福 面 er y^ — r7, 特征 线 是 族 中 球面 和 * 一 a 平面 相交 
fA qe CES 6.45. P 
[9i 2) IER AR 
单 参 数 平面 族 ( 这 族 平 面 
AE EE ERO RS AL ER TT 
是 以 A D TIL RR] E IR, 
FL ie HERD SÉ TRE 
”是 相交 的 ,又 直人 慨 定 , D. 
Öp $ 不 同时 等 守 零 ， 所 
Lxx qug mE, TE 
征 线 是 过 半点 的 直线 ， 包 
络 面 既 然 由 特征 线 构 成 ， 
所 以 包 络 面 是 难 面 . & 9.4 
RT HCESBOBRDAT RIEF BA HA A H RLR 
dz, y, 2, «, B) -0, (10) 
At- WIND S", EE EARE EUR 301200025 388 EB T8 
中 一 个 曲面 局 它 相 切 , BE S EEA, RI o LESS 
(a, B) VRBIS, 就 称 S" Jexx A de h i ak (10) 69 ni do, 
ik (10) rii CURL — AES Or Aj CR. eb E E HO 2 Bic Pp a [ag 
芍 某 一 区 域内 有 连续 的 仿 导 数 等 等 )， XS" ERG, y, 2) BOULE 
的 族 中 曲面 的 参数 为 m A, 那 来 曲面 在 一 点 附近 的 方程 可 记 为 
z—z(a, B), y=yl, 8), z=, B). (11) 
NEL 


T 


314 SAE S —BMSEIUSFE 


Diela, B), y(o, B), re, B), a, £) 0. (12) 
RF a, BU. 
p, 2E (Lo, 99 Lp, 0,0, | 
ea à 


à & » c15) 
End ` qf ; Ed m 

aR to, gg ^T 3g f» 0, 
igi S" ARDA” dh S ERa T m O—0O 的 法 
£&. dA 6—0mpEiRmcf€kREPS" EES Ea. ddr 


0 的 法 线 方向 为 Pa, du, du, BR EECLI) 上 8 — E CREER ZI 


o, 


ege. $0, Cy Be ai : bpp 99 9v 
££ 35 nog ga Ea’ a a 常数 的 曲线 的 切线 方向 为 Er EFL 
$e ,因此 有 | 


ag” 


Ou (14) 


ðr p Ëy p E 
9.38 9.» 5g PD: BB 0. 


AER s" EBAY .—0, 4—0,. 所 以 包 结 面 上 药 点 
应 满足 三 个 关系 式 


$6,929 +, 2y Lp, 2 "| 
(x 


D, (v, y, z, e, B) —0, 
Dm, y, P, Q, E) --0, 
消去 wm 8, 即 捍 这 和 包 禾 面 的 隐 式 方程 
Pis, y, 22-0, 

一 般 说 来 ,对 一 双 参 数 曲 面 族 , E CLO) ERGGE BU Hl TET — 33 
包 络 面 , 但 当 D,, D, d, 在 一 区 域内 不 全 为 零 时 ， 它 一 定 是 包 络 
Ki, HE BH ARR. 

PARIERA, —fetudh bz RPG SEE T e 
Asp [ERU PIA, f HERE, 它 的 切 平面 族 只 合 一 个 参数 ， 

[ 例 吕 ” 求 球 心 在 e, y 平面 上 证 半 径 党 于 定 炒 ”的 球面 族 

(e—a (y-- Bra 


(s, y, z, a, B) -0, 
(15) 


BLA. 
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AU 8X4 o, 及 的 导数 , 等 到 
—8(xs—a)-9, —2(y—8)—0. 
利 原 方程 消去 w, B, 得 到 总 = 即 平面 z= 土 "， 这 两 平 画 和 族 中 
— ll E 7E— EUR UI, 
二 、 全 积分 . 通 积分 和 奇 积 分 
， ”在 引 论 中 已 经 看 到 ， 一 阶 偏 微 分 方程 的 一 般 解 中 往往 含有 一 
ERKA. 然而 在 许多 问题 中 , 起 重要 作用 的 并 不 是 含有 任意 
曙 数 的 解 ,而 是 以 下 要 讨论 的 全 积分 . 
一 阶 偏 微分 方程 . E 
. F(s, y, 2, p q) —0 e» 
Hye SP So IRCREXD aA b m BILL 
z—gp(r, y, a, 5) 
称 为 方程 (了 的 全 积分 
所 谓 含 两 个 实质 参数 的 函数 族 ， 是 指 不 能 把 它们 表示 成 一 个 


(—O S38, 也 就 是 不 存在 函数 ca, DR Dim, y, 6) 使 得 


GO (s, y, ela, b)) o, y, a, b). 
这 时 , 我 们 说 5 和 28 是 画 数 族 的 两 个 实质 参数 . 
- Piim, a 和 5 不 是 函数 族 
= ^ ple, y, a, b) =s+y+ab 
的 实质 参数 ， 5S pHRc—ab, $—2--y-- c, 就 有 
P, y, ola, D) =p, y, a, b). 
Xin, & 和 和 5 是 函数 族 O 
plr, y, a, 5b) =a Fb 
的 两 个 实质 参数 , 因为 并 不 能 把 a 和 5 换 成 一 个 参数 . 
HENEN WARK plo, y, a, 0) 有 连续 的 篇 导数 Pa ga, Poss 
os, Qus, Pw 郑 来 鸭 了 第 a 和 8 为 两 个 实质 参数 , 充分 和 必要 条 忻 
E IE RE l 


人 Paz Poy ) (16) 
Pa Por Qu 


的 ( 当 e, y, a, , b RESI) 最 大 秩 数 等 于 2. 
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证 加 果 a 和 bb 不 是 实质 套数, 即 存 在 cta, b) TO Dm, p, cd 
p, Y, G; bed, Y, c(a, Dh 


a 6 BEP. 
EE PaPe 3 = Do 


ee zi 
Par = Pon A » Pip = Por p > 


Mib SRBECLO) 的 任 一 商 阶 行列 式 等 于 零 , 即 它 的 最 大 秩 数 小 于 2， 
到 之 ,如 果 矩 阵 (46) KERRAT a, F pt0, 划 必 存在 关于 名和 少 有 
连续 偏 导数 的 函数 AC, y. a, p) ,生得 
PeT A Po Por = APs Piy ™ Mpay, (7) 
由 第 一 式 , 关于 2 和 4 求 偏 导数 , 得 到 


注意 到 (17) 的 第 二 ,三 式 , 有 


从 此 得 到 Tro 3, By E 
BJ AG, y, a, D USC a T b 的 函数 , m5 e $0 y ER 记 它 为 Ma, b), 
ELES pr, y, a, BIEX ab HUE ERANT 1f CABE QD) 


2 Ala, b) - 29 20, 
TE Hia 0 DR 
ee E 
AG, b) T0, 
EIRA c=ela, b), 


RRR RRRA EROGO, S a b mA p, y, a, b) ix 
MER eta b)BZE, 好 存在 函数 D, 使 得 

pO, y, a, D=, y, e(a, b). 
Bb, aduübREBPRPEDXUEÉL 


AUR, S21 1TEZELS CÓ FI E 2823 "P, E 6— o (9), 就 得 到 一 个 单 
参数 & 的 曲面 族 
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z=p(x, y, à, c(a)), 
其 中 心 是 一 个 任意 函数 . 这 单 参 数 曲 面 族 的 包 络 面 也 是 方程 (1) 
的 积分 曲面 。 包 络 面 可 以 从 
Spl, y, 4, (GD)) Qe quo (a) =0 
HESA oH mpPodh—4EXCSEG BPUURII9S 9) Y IE 
{了 D 的 含有 一 个 任意 函数 的 积分 曲面 族 ， 我 们 称 它 为 方程 (DD 的 通 
积分 . 
即时 得 到 了 方程 (二 的 全 积分 , 即 得 到 售 有 两 个 参数 < 和 ?的 
H mK, 而 求 它 的 包 络 而 , 那 未 包 络 而 的 方程 是 由 
z=ps, y, a, b), 
wu, y, d, 5) =0, 
pæ, y, a, b) —0 
消去 参数 和 5 得 到 的 . 这 样 得 到 的 曲面 (如 果 存 在 的 话 ), 也 是 
(DD) 的 积分 曲面 ， 我 们 称 为 方程 (了 的 坷 积分 . l 
三 、 求 全 积分 的 例 
对 某 些 特殊 上 将 仿 微分 方程 可 以 用 特别 的 方法 求 它 的 多 积分 
[B4] REESE 
z-pr-d-qu-- fp, q) 
IRAM 
78$ E uE B 
£-—uq --bg- fia, b) 
JL 3E HR ZDRRISUBUT hH, 且 
Por Pay IŁ |^ 
Frs Piy lo i 
所 以 它 是 克 莱 洛 方程 的 全 积分 ， 
Lfp 5]. 求 偏 微分 方程 
Pel 


Boe gi. 
试 求 方程 形状 如 下 的 积分 曲面 族 ， 
= by-4-6, 


318 "Gk ”一 阶 妨 微分 方程 


把 它 代 入 方程 得 到 

atb H, 
所 以 % 一 0 十 sw 1 a Yio 
和 z—am—«/l-a*gyde 


BIOS SUMMERUK. RUEATA RE ASAUYCBUN 
(g— ac —0)* — (1—a?)g?. 
容易 验证 , 它 是 方 税 的 全 积分 . 
el WRH 


pet qy = me 
的 全 积分 和 通 积分 。 
我 们 用 分 离 变量 法 求 它 的 全 积分 , 好 求 方程 的 形状 如 
EE EELSUCOLI TC 
的 解 ， 把 它 代 入 方程, 得 到 | 
vf' yg (y) =m f (2) + mg(g),, 
移 项 得 到 ef amf = uy tmg.. 
FREER ny DET. ERÆERDE c RK, TCR FU 
BET y, 因而 ef (6) — mf (e) = — yg! (y) - mg) —e, e 是 一 常数 ， 
Hi) f Cc RI g Q2 2 NEERA ZR 
a f'(a) - mf (2) =e, 
—yg Go mg) =e, 


解 之 得 到 f) = aa — —, 
Ca a hay E 
gun = by" v —. 
所 以 z= qa" 4- bay 
是 方程 的 全 积分 . 


现在 利用 全 积分 求 它 的 通 积 分 。 置 8=w(w), 其 中 心 是 一 个 
任意 函数 , 得 曲面 族 l 
gm am -4- ca ai^, 


为 求 它 的 包 络 ,将 上 式 关 于 a 导 微 得 到 
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a" -- o (9) 97-70, 
所 以 ò=- (2, 
E e (a) d a Bt EE REIS SIC, PEL EL BURÉ dE FEDERE UGG, 即 得 
ssl(2)] 


MEIA rman” ola)", 得 到 
9S) etto ofa 
(0 eG KR 
X BITE rh A RAE S MEEA, EZA ua), B 
z= ame) : 
DETERE, 它 是 m JORKGRHCO. MARERE JE 
mm 次 齐 次 函数 ， 这 是 关于 mw 次 江 次 函数 的 欧 近 定理 的 省 ， 胡 


果 取 儿 ( 也)~ Fi tb, 新 又 得 到 全 织 分 ax" 二 by"， 如 时 到 


“(2)- a zr ub 就 得 到 全 积分 m arh- bg" ie, 


注 ， 对 于 一 般 的 形状 为 p(w, p) — bU, 9) ns 的 篇 微分 方程 ， 
7E HE ELIBAR ELSE REOR CRI BU. 


3 B. 
求 下 列 曲 面 族 的 包 络 Clw6): 
1. (r49-—ay tg, . 2. s=04 MV, 
8. z?--g? — da(z2 —a), 4. s=- gT tay-a, 
LAN E 
5. 2+4., 


ô. a Feri, 其 中 半 轴 之 和 a 十 B 填 c==], 
7. XRJG yp — eq —0 和 的 全 积分 、 遂 积分 , 少 积 分 ， 
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8， 求 方程 8 二 pg A AS. PEST. 
1 RAJE yte) -a(zp-r qu) ec. 


§ 4” 相 容 方程 组 , 求全 积分 的 拉 格 朗 日 - 夏 比 方法 


求全 积分 欧 一 般 方 法 是 岂 相符 方程 组 的 理论 为 基础 的 
—. BARA 
设 给 定 了 两 个 一 防 偏 徽 分 方程 的 方程 组 
FQ, y, 2, p, ozo] D 
, Ge, y, z, p, q)=0, 

其 中 未 知 函 数 都 是 z。 一 般 说 来 ,不 一 定 存 在 函数 = ple, y) IIT 
适合 这 两 个 方程 , 就 是 它们 可 能 没有 公共 的 积分 曲面 , l 

现在 ,我 们 讨论 方程 组 (也 有 公共 解 的 条 件 ， 


AF, ios mn l 

当 SU 0) 0 nd, TANBEH pAg 
P= AlE, y, 2), } | (2) 
q= B(w, y, 2). 


我 们 先 讨论 方程 组 (2) RAAR quU CA BOE 
(e, y, JHE- EX, G PUE RE AE EN — Bra, RE DC GI Br 
每 一 点 人 2, y, 中 ， 方 程 组 Q0 都 有 一 公共 积分 曲面 ， 我 们 称 方 释 组 
GORRE, 

如 困 方 程 组 C2) 有 一 个 公共 解 z 二 pl%, y), BE 


29 — AQ, y, pla, 9), ase v oe, 9» 


p 8A ,64 Op. 
由 此 t+ 


dp  2oOB, OB 29 .. 
ry — vr Əz ða 
MUERA Hl li z—9(c, y) EERE 
A,-- A B= B, + B, A, (3) 
因此 当 方 程 组 人 2) 相交 时 ,关系 (全 在 台 内 恒 成 立 ， 


s BÀ, 


eM AN E HS ES 
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SUE WEB, d SEA EOD dk G P da msn, REKS G pair di 
一 点 (2o, Yo, zo), 方程 组 但) 有 一 个 公共 积分 曲面 , 即 方程 组 (2) 是 
HER., 

为 证 明 这 个 事实 ， 我 们 采用 在 第 一 章 中 解 全 徽 分 方程 时 所 采 
用 的 方法 , 即 依次 解 两 个 沼 微 分 方程 l 

JR esple, y) ESEA (2) 的 过 点 (0o, Yo, 20) 的 公共 积分 
HE IBI, 那 末 

Le Y) Ale, y, ole, 的 )， 


| COET y, pæ, y). 


特别 , 在 直线 y — o E, SE zc B RC CU — 9 (m, go) 应 适合 常 微 
分 方程 


C (e) EACE, y, CQ)), (4) 
在 直线 ?一 和 上 , 变量 2 的 函数 GOU 7o (ou, 入 适合 常 微分 方程 
GG) Ba, v, 0) ), (5) 


852 PAR, C:(y)idb3ÉOR BU. PE, 函数 (e, a) dE Qn, vio 处 
的 值 ipn, 的) 应 该 等 于 
QD on, y), 
#H GG) — 9, go) 一 和 (1)， 
C mo) — p (o, go) 7726. 
MEREKARA H, ATRAN Qo, v) e Qa, y BRL, 97 
可 以 先 求 带 微分 方程 GO IS JU EAR IE 
i - £o) — o 
EU JE E (2), 然后 求 常 微分 方程 (的 满足 初 值 条 和 件 
gg — E (m2) 
H GO), 置 9 —9. EI plen v Gy). 
ARES mm My WIR 
=p, y). 
现在 证 明 , ERI (9) P, DELA AAR). 
很 明显 ,p(wo, yo) —£o. X. 


322 PrE  — Bp SOT ZEE 
o9 mto) set o e f Bt, y EDA 
et - BC, n, p, oda 
puc, e =B, y, pl, y), eple, DER (D 的 第 


二 个 方程 . 
现在 证 明 它 也 适合 (的 第 一 个 方程 。 由 上 式 ， 
205, y) 三 六 e |l BB (wv, y, p(z, 3) 


om 
" OB(z,mn, ge, nD Peer, n) } dr 


=4 (e, yo, Co) e] [288.9 pE 07 


28(2, s es 7)) AG, u, ple, 2o dg 


中 ƏBle, n. pæ, m) [2 (m, n) 
Ho az or 


= Alt, 9, plr, DIEA 


眶 条 件 (3), 有 有 
f (256. n qs, x) 
Fl em 


EEG ns (o TD. As, n, ple, D) | dy 


ecl 


=f] aA(», Pes m 


" 24 (5, n, eU n» Bis, 1, pe, 2 du 
og z ^S 

=, m He 7, ple, man 
a Na CeT 


=A (e, gr, pis, y) ) ZAE, Yos qm, Yol) 
=A, Ya plz, y)) cA, tío, CQ. 
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所 以 p. 9) Ale, y, ple, y)) 


— [* 8B(a, n, piz, D) [2o 7) 
= a. ——ÀM—— 


te ea: 


A, m, pla, DIES 
ig = 看 为 固定 的 , ut | 
Vr (y) PP Ale, y, pn, y), 


18.38] Vy =f aB(z, n es 9) W (3d. 


PA y 导 微 , 得 到 
dU'(y). 0B(x, y, ole, WW) p 
zi QD. 


也 就 是 说 ,w= 多 (9) ( 当 2 固 定时) 适合 齐 次 线 狂 常 微分 方 各 
du _ ÓB(z, y, ple, 3) y 
dy & 


和 初 值 条 件 
wy) = 90 T9). AL, Yo, PIE, Yo) 


| =€ (e) — AQ, yo, £(9)) =0. 
根据 常 微分 方程 的 初 值 问 题 的 解 的 唯一 性 定理 , 得 到 
VY) 2x0, 


M 2e m AQ, y, ple, 的 )， 


这 就 是 说 ,* 一 pf(2z, 切 适 合 方程 组 人 2 的 第 一 个 方程 . 
于 是 ,* 一 pf(2, 四 是 方程 组 (323) 的 公共 解 ， 
根据 上 面 的 讨论 ,在 解 相 容 方程 组 (人 时 ,应 先 验证 条 件 委 ) 是 
次 成 立 , RA y 看 为 参数 . 解 常 微 分 方程 
得 到 z— ps, y, CCY)), 
Ep o JR oy 的 任意 连 继 可 微 阔 数 .把 它 代 入 (多 的 第 二 个 方程 ,得 


— (s, Y 2), 


324 l ETAGE BAMSE 

HETARA cy) 的 常 微分 方程 ， 解 出 ef 的 代入 上 式 即 得 方程 组 

2) 的 公共 解 . 
注 . 在 证 明 条 件 (3) 昨 方程 组 人 @) 相 容 的 完 分 条 件 时 ， 我 们 实际 上 是 运 

凡 了 常 币 分 方程 的 解 对 获 数 涪 初 信 的 可 微 性 定理 ， 如 果 我 们 直接 运用 第 四 

fioe, WEEET 沦 简 化 . 

TIE Fe $8 C2 09 38 — 7 2E TUS 23 FLSEBEA m 的 常 微分 方程 ;, 而 把 y 


d 
D —A(, y, 5) 


XC OM RT: H rsr 时 ，2 一 上 的 解 2er, gy, xo, EOOD Hr CG0 

待定 的 连续 可 微 函 数 , BD 

pro Y, Xo CLINI min. C» 

BMH R EHE CD, 使 得 汉 pir, y. xo LODEN 2, y 的 消 数 时 , 适合 

2j E ELCDD . DS IE SZ Seer CO 09 38 7 ZEE, BUT 

Ayo W. Wo, taD = BFT, y, or, WM. Yo £0]. 
ARRIE Qu, V, To D 证 Ea E gir, HN. Xu 5) Xy 的 偏 导 数 ， Fa 

dd M, Xe Dodd e 3E C IS SEE SEG 

fo, £y) c pun, h 9o. EODD dep; Gr v, o, Cy). Tes 

i 


Esa Svr ey, Y, xo, CODY HELE, Y, to CD) s. 


zB, y, pO, y, go, CODO, (a) 
TRAE HEPRLAY 2 RA UC a mp Ps RE CER ANE S 5), 我们 有 


u 


3:0 Q M. mo, EO Jes A (mr, Y, gun, Y, xo, D) A CE, y, go», 


jt i Qua, N. Xm H =0, Tag Se mr de ay er Bep E E, 有 有 


ie. HW. Tiy C ]-aA.G, LH P) pr HW. Ta, SP 


并 且 pito Y to O5 ARARIRE S 5 RER 1, BD elm y, to E) 


恒 不 为 零 , 由 Cou S5. > 得 到 


db Be X. w. 加) Pal, Y, to LOU) T 
dy QU, M. Wo, COD) 
FR IZ HS PRESE E y 的 图 数 , 因此, 右 网 也 庶 只 是 碍 量 引 的 函数 , 而 与 变量 
TE. 我 们 现 夺 证 明 , eG Oe pA E E e 无 尖 的 。 
为 此 , HA Creo MARE R e i9 4a Sg RICE R TERR 


d 


eM 
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(B.(z, 9, PHBE, y, eo, 9, Do, COD) 


- [gr, y, te EG) ac Y, zo, EG) 


= Zip, V, *u EG» LB, y. e ~p, H, vo, ED]. 


e[B., y, 9) - B,(z, y ALE, y, 9) 
— Az, y, q)gn C, y, zo, SG) — Ayr, y, (ipi, P vo. C) 
Ge, y, PIPE, t, Sor LO) e, Go, V, vo EOD . 
~AT, v, gg Gn, Y, £o TOMB, y, ey 
mBB.Ge, y, qr Bx, y, AG, 9, p) 
~ AG, y, py — AG, y, eB, y, plela, Y xo, Cy) 250, 
这 就 是 说 ， (60 的 右 端 的 函数 是 和 了 无 鞠 的 ， 因此 ， 可 由 《***) 得 到 确定 
EO) 的 一 阶 常 微分 方程 。 特别 在 (xeey 中 置 > 一 se， 由 Ps Gv f Xo LG) 
—0, gro, Y; xv, EC) 7-1, 40 


BG, s, C». 


BERRET COE RA GREN, 就 得 到 =pl, y, zo EUMENE 
组 (2 的 公共 解 . 


LI dk 
形状 如 下 的 微分 方程 
P(z, y, drt A, y, WT R(z, y, He=0 (6) 
Tiu Pi 方程 。 这 一 类 方程 在 微分 片 何 学 中 有 深入 的 研 
SO 我 们 这 里 兵 是 研究 它 的 二 维 解 的 问题 ,假设 P, Q, REKE 
G P3 ti xe SEPA SOC, H, PL Q? 4- R* 0, 2 BLUE 0, n3 iE 
NK eoo, 妇 适 合 恒等式 | 
Pœ, y, pæ, y))do- Q(e, y, ov, ydy 


+R, y, e, D (SE dr Ge w)=0, 
B} R(, y, plz, 4) 2E PG, y, pæ, YD, 


RÆ, y, pl, D +e, y, pæ, WP) 70, 


226 WAY 一 阶 偏 微分 方程 
也 就 是 说 x 一 p(w, 咏 是 方程 组 
ZÈ e (7) 


RAHE, WEH =pl, 力 是 方程 (6) 的 二 维 解 ， 因此 当 R0 
时 , 求 方程 (人 的 二 维 解 相当 于 求解 方程 组 (7T).， 由 此 容易 证 明 , 方 
程 ( 的 过 区 域 娃 的 每 一 点 有 一 积分 昌 面 的 充分 和 必要 条 件 是 
aQ OR oR — 2p aP 89 
(R-P E-E nee 
同样 ， 当 PAO, 方程 CD 有 形状 如 un" 四 的 积分 曲面 时 , 也 得 
到 关系 式 (8). 
如 果 类 似 于 在 第 一 章 中 对 全 微分 方程 那样 米 讨 论 方程 (6)， E: 
可 看 到 , 如 果 (6) P) 3i ER ru (o, y, 分 的 全 微分 ， 即 . 
dule, y, D &Pdo-- Qady+ R dz, 
ME wle, y, z) —e 
是 方程 (6) BR BUY T BO, 
三 、 求 全 积分 的 拉 格 朗 日 -要 比方 法 
为 了 求 方 程 
0T0 0 0— EO 
DEBA DA ROME I | 
| "n Gc, Ya 8B, P; g= =f, 27 : (10) 
使 得 它 与 (9) 有 含有 一 个 参数 的 公 兴 积分 曲面 族 
z=p(s, Y, © boc Qu 


X CEDAT (OBA i. T 可 以 证 明 ,如 果 a A S "T 


723901330] 的 含有 两 个 实质 参数 的 解 族 ， 从 而 是 入 经 (9) 的 
全 积分 。 这 就 是 求 方程 (9) HARAR A Hl (Lagrange) - X 15 
(Sharpit) 3r ik, 

现在 的 问题 是 ; 函数 G 应 适合 什么 条 忻 ; 齐 程 (9) 和 (10) 才 有 


PH = oy te 
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4d—A EB AE MORES 这 个 问题 相当 于 方程 组 (9) 和 (10) 是 相 
窑 的 问题 . | | 
现在 来 讨论 方程 组 (多 和 (10) VO d Je t. 
MARROM AH p, q 
p= A(2, y, 2, a), q— B(o, y, £, a), 
再 把 解 得 的 结果 代入 (8) N, 就 得 到 
F(s, y, 2, ACZ, y, z, a), BŒ, y, z, a)).c-0, 
Go, y, z, A, y, z, a), BC, y, z, a)) a, 


aF , ƏF JA , OF ƏB 
í 0 
HIE 7 ep Oz + ög öz , 
l 2d 88 2A 24 2B o, 
éz Op Oz Og pz 


Oz' (x 
Ba 2r op 
a lg à» d | 
$0 2G] 2G ea 
A= lË  9Q; = 0p — O2 
A=- BoT 
2d 08 ad ea 
(pow öp AI 
同样 可 以 得 到 | 
E23 aF aF BF 
ey ag l ep ĝe 
|e8 80| -— ad og 
^ 2E k)? B eK BFT" 
op 90 õp & , 


RANAR A tH ALBER B, BLA, BA 
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9F 2F| |F eb 
Oy 0g |. | 2z Og 
“jag sa| |a sa 
Oy 加 | LO» a 
By 2F| |0F oF 
&p ex ep E 
*|es e| '|em oa ^ ^ 
óp — 0c Op — & 
B p=, =E H, 关于 v, y, 7 ERX. WA 
ap eF| jƏF F 
eg ög ög üq 
ag 8G. |oG ag |? 
ey Og oz eg 
F oF| |àF OF 
ep Do ep ex 
+j os ee|*|ea ea |?™ 
ep ex Op Ox 


Fe, y, z, p, q ER, 34 pA, q- BREEUET 2, yz 
也 恒 成 立 ) 是 方程 组 (9), LL 相 容 的 充分 条 件 . 


aF OK , Ə p Ə p 8F 
MRE Xo Yos 2 
那 末 上 式 可 以 写成 l 
OG ， eG eq 
PS Cay C GPr 
- (X+ pz) -人 (Y --gZ) 28 =0, - Q2) 


因此 , RAUD ELA 7H £8 (9) ,, CLOO 可 容 的 充分 条 件 。 它 
是 关于 五 个 变量 s, y, z, p, g BUSE AU IS CP HREIN KEA 
程 。 在 $2 中 我 们 已 经 知道 ,为 了 求解 方程 (12), 只要 求 出 相应 的 
常 微分 方程 组 i l 
POO IIA TAA Uam 
的 首次 积分 。 或 引进 参数 s, 把 该 方程 组 写 为 


$4 各 容 方程 结 , 求 侈 积分 的 近 烙 凑 日 -看 比方 法 828 


de p Wg Æ =pP+9, | 

ds ds ds ^ (18) 
dp. - de ; 

deco Atp), g 70 v2). 


FERD 35 2o AR OCAY NEO DO ETE 

RHR, PRÉ Fæ, y, z, p, q) 是 方程 组 (19) 的 一 个 首次 积 
务 , 这 是 因为 

PX--QY--(pP-M94Q)Z— (X--pZ) P-(Y--gZ)Qz0, 
BR LUCR Y RH ERBBH E IÉZPHEGRUDERCOD 的 全 积分 ， 应 当 求 
方程 组 (13) 8935 —4- 5 王 无 美的 首次 积分 人 (2 y, 2, 0, 5, BJ 


要 求 它 适合 条 件 [人 40, 
[ 例 切 、 试 用 拉 格 其 日- 真 比 方法 求 方程 
好 十 总 一 
的 全 积分 . 
它 的 特征 方程 是 


dec LA de ote 
ds 4b ow 6 cg 4Pt-O)-2, 


pg A 
ds > cds 


BiU p-eE'EH-—A4MIKBES, ,Hpry—i13,. H 


[ c 


p-u 
[rte 
因此 z—ac- i-a ye 
是 方程 的 全 积分 。 | 
L|ILZ] 试用 拉 格 朋 日 - 夏 比 方法 求 方程 
p'-c-g^-pg—qe—py—2ki-rsy =0 — (14) 


解 出 名 和 e, 得 到 


的 全 积分 ， 
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它 的 特征 方程 是 . 
| S 2p+g—y, 2E 944 ps, 


-E =2(P d' pq) —py — qa, 


SP ag 一 4 十 97， St. 2-36. 


Hb dz dp— 0, 
所 以 oo p-e-8 
是 一 个 首次 积分 . . | | 
H p—e-a, p'--g?--pg -qu— py 222-2 - 0 EIS p f g, 得 
pea, 


q= -44 22 ay — (äta) + 2. 
为 了 求 它 的 公共 解 ,我 们 作法 甫 方程 


de= Ge 十 四 本 二 (一 号 二 J 22d ay— (2a)? Jay 


3 
diu dy — ria dr d( 22-Fay — (5-2) +F) 


或 


二 3， 
NETTE (z--a)*-- T 2d 2z+ ag — (+a) t-i 


所 以 得 到 g++ 名 = tay (eta) $5, 


4 
因此 22- (e-- a)? 4- (Y+b)? + ab : 
就 是 方程 民风 的 全 积分 。 
习 题 
RTAS EAAS 
1. p-——*, qM. | 3. pol, 人 2 二 4 一 4。 
3. A c, ZT oy. (04. p—s4ys, ger ar, 


5. p—2ys —£, quz, 


$5 g-i Em i $31 


6. 求 方程 组 pb i758, ge ILM 经 过 点 (1, d, 了 D 的 积分 曲面 ， 
*7. RR SIUTA | 
ga 2 , 
Z3 UY —1 (Abi 
和 单 叶 双 曲面 族 


"3 I e ， 
rr p- stp ai Gam») 


都 正 交 的 曲面 , 其 1 " b, c 是 常数 ， 且 满足 AX atte b. 
8. 证 明 法 甫 方程 
P, v 2)dz-FQG, y Nay Rs, Y, as 
经 过 它 的 定义 域 中 每 一 点 都 有 一 二 弘 解 的 充分 和 必要 条 件 是 成 立 着 恒等式 


P(2-25) «eG8- ) nr 25) 

PADS S OLD. 

DB. (ys— adr — mz dyt vy de—0, 

10. sCL—3a9)dz--2 dg — (m Mg iz yds 0, 

Tl. (2x?-F3rgy-r2z2?-- 1) dac 4- dy 4-2 da — 0, 

HERA EL E ER SIE FAEERE B (127—355: uc 
12. pri gy a, 13. 2(y-29)-g(spc yg. . 
14. +g p=0, 15. gi—40 —pqp. 

16. BATERI p, y) o EE BECAS 
ale, y) (dy)? —2b(r, dz dyte, 9) (dy 0 

RUBUS. WE =p, PERRAS C000 ' 
a, DP a 2562, yg +e, npo nE 


ius 
。 试 利用 上 题 方法 求 出 方程 
rīp— gy 0 
的 两 个 解 =p, yYRI Spale, 15, MAR pir, $0, quar, 10JE dB 
e. | 


TEC DE DEA. 


(—IOnTEBEEN—HASATE 
| MAATAAN KAREE m S NC ER S — 一 般 理 
论 ， 很 容易 拓 广 到 含有 和 个 自 变 莉 的 未 知 孙 数 的 一 阶 偏 微分 方程 
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ts Pr) =0, (1) 


832 
Fei, e, e Zs Pi 
,ww 是 自 变 量 ,xz 是 未 刘 函 数 ， 
ez es 
Ci Uo PUR 
BE F(a, e, Sa Z p, p)J& 2n 1 ARRAN, EXT 


其 变 元 有 二 阶 连 续 偏 导数 , HL 
十 二 二 $0. 
Ji B OD BS n 个 实质 参数 的 积分 曲面 族 
(23) 


er, Fas G’ s) 


Ax gu, tt 


z= p(t, 


称 为 方程 (1) 的 全 积分 。 
方程 (DD 的 特征 方 各 是 


dri =P; de S pP, | 
(371,2, --, n) (3) 


ds "ds e 


m 一 人 (X, tn, 


这 里 | 
Xo. gefi, BÓ Q51, 2,2. 
— 至 于 求 方程 (D 的 全 积分 的 ~- 般 方法 我 们 这 里 不 作 介绍 ， 在 
许多 特殊 情形 下 , 可 以 用 分 离 变量 法 求 它 的 全 积分 . 
二 、 正 则 方程 组 
在 分 析 力学 中 ,动力 学 问题 常 归结 为 求解 2 个 方程 的 一 阶 党 


微分 方程 组 


dq, 0H | 
di Op ? - .. 
dw _ ôH (k=1, =, n) (4) 
dt 9g, ? 
XX RB EAESXER- i Ebr Qi, *t75, da, Pic T, 其 中 函数 
-go Pu cu du Ù BAARDA, WARS 


H =H (qi, 
(Hamilon)À3e, 方程 组 GD FC E 2E Zr 4 fn noo ELS EE, 
“. 这 个 常 微分 方程 组 各 偏 微 分 方程 E 


$5 mw mug aza 
ez 
Ir B(n. tta fn; 1, ER DE -0 
KRURA. AIEO) P, HAERE i quos qu KARR 2. 
如 果 在 方程 (四 中 , 记 % 一 -多 ES cy m, HER 
(5) 可 写 为 形状 


P+ Hq, ~», gu Pis s Prs E) —0. ` (6) 


但 是 应 当 注 意 , 这 里 的 pi, …, pe 的 意义 和 方程 组 CD 中 的 未 知 函 
数 是 绝 不 相同 的 , 不 要 把 它们 混 句 起 来 . 
AO X COD 的 特征 方程 是 


PH kat enh O 
H ` . 


BUR C B9 39 EUR 


dg, | OH 
dé ep, ” 


E an deut, 2, >n, 9) E .«8) 


因为 H. 5e, p EA, 所 以 方程 组 (8) 的 前 面 2n. 个 方程 可 以 单 
独 求解 , 它 识 是 正则 方程 组 (4), 

在 前 面 讨论 两 个 自 变 量 的 方程 时 ,党 把 求解 偏 徽 分 方程 的 问 
题 化 为 求解 常 微分 方程 组 的 问题 ， 然而 在 分 析 广 学 中 ， 却 常常 利 
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RU 程 (5) 的 全 积分 来 求解 正则 方程 组 多 ， 这 种 方 著 的 基础 是 下 
Bit E EH lacobi) 和 定理， o 
ERETTE) WE 
s—9(di, 77, d 1,23, 7, 4) xa, 0 775 (9 
是 偏 微分 方程 B node enn 
óz ez 
Ex2C Us dur ace S 
的 从 积分 那 未 由 关系 式 0000 e s S 
Qa, (d1, 77, Qu, És Giy -, ;~ b ] Dui 
" 12, ev mp. 00 
9o (do, t. Qu, E, Brt, n, Ge) =P : ' 25. a0) 
所 决定 的 带 有 2h 个 任意 常数 aa, cess 01 ee s Dn 的 曲线 族 


=g ff ' Dao Ga, Da, c 
qx — Qu (5, Ga, rr, Ba, Pi, n, , = 1, 2, x, 5) } D 
Pu —-p(, f, te, S, bi, uer » . 


RIEN SO. D 
' d 2H (4 
| di — p dq 2.7 
dw __ oH (b—1, 2, 4 
di ^q. UU 
的 解 - 


在 证 明定 再 之 前 "我 们 先 作 一 些 解 大 EL 0 ER CB 
RJ Ep AERE t quu os, qui 共有 ww 十 1 Ae, BEEUETS ABE IPIE OUR 
ati 4 (E 3k dt Mfr. X BD: (8) ^ 未 知 函 数 À ABI URL, Bj 
UMR =p 是 它 的 一 个 积分 曲面， NK e—g-Fa 也 第 它 的 一 个 积 
xg, EÈ 它 的 企 积分 中 可 以 有 一 个 可 加 常数 ， 我 们 在 (9) ri 


ERN a, BIR n ARRON t, 7, an. E 
其 次 , AHO AA nti 个 实质 参数 , Pitt i OE PE 
2p gp o C». C 
al Ba: EU UE EUR SUB C 7 
à 2i Po 5077 Pe | 
Suis 73 7 cS e ü DEN 
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的 最 天 秩 数 是 w+I( 参 见 $ 3, 二 ), WIAR 


E | ey 99. 
EEA AIO: Aq tt . 1 
d,» ey eo 29. 
Ollan — OqjuO0n, ga. | 
的 最 大 秩 数 是 n. 
现在 来 证 明定 理 , 


将 (1D) 代 入 (10), 得 到 2n 个 恒等式 , 由 关系 式 (10) 的 第 一 式 ， 
对 È 求 导数 ， 注意 到 91, " EE Lx BRE, 得 到 
yp C O09 dg. E 
ua Br A79 0-L2-49. — 05 
X EDS o 是 方程 (5) 的 全 积分 , 所 以 


29 + B(g,, - es ds DP. ra SUA Bes (Oo 
PARF a ay Ef, 得 到 i E 
1. 8H p =0 (k=1, B; =, n), a5) 


AA +È Op, ET 
d, 209. p 8H. OF 
BASA DEAR >- 和 dw» 都 是 


线性 代数 方程 组 | 
e GO Op 
Dnt £i Smeu . 
的 解 . ERAS AER CODAE n, 所 以 (16) 的 系 
数 行 列 式 不 为 零 ( 因 为 (16) 有 和 解 存在 )， 根 据 线性 代数 方程 组 的 理 
ie, 代数 方程 组 的 解 是 唯一 的 , 因此 
E 0-529. a7) 
其 次 ,将 (10) 的 第 二 式 对 + 导 微 , 得 到 
Ow LS Oe dg pe (p o1 9 n), (18) 


-0 (h-1,2,-,- (16) 


"M Ot0g, i-i 0g,0q, di | di 
x CORA qx 导 微 ,得 到 


5e FAR PARIDE 


Pp 5 ov 9H : | uu 
Oq, E 0qp)q, Op der 2H 0 G= 1, aD. 
由 此 ， 和 用 (7 得到 ， : ， 
Op | da o 90H uoa. 
ig, A prs dí Bg, (&—1,2,--,"), (19 
Ei (18) fü (19-09 39 
dp  — 0H 
"dé dqy (k = 1, E n). 
这 就 证 明了 定理 . 
下 面 以 两 体 问 题 说 明 这 个 定理 的 作用 
三 、 两 体 问题 


SRRA EED miM 的 质点 在 万 有 引力 作用 下 mix, "T 
GÉEQESSIERLAL RID DU TES, 是 指 两 个 质点 之 问 有 大 小 与 距离 平方 
成 反比 的 引力 互相 作用 , 且 引 力 的 方向 是 沿 着 两 质点 的 连 线 。 如 果 我 们 取 质 
E M HEERA RREO, FERRY m 的 质点 P 绕 点 吕 的 相对 运 . 
动 ， 力学 中 已 证 其 过 ， 点 在 一 个 平面 内 运动 ， 所 以 ， 我 们 应 O JS SBERER 
点 , 记忆 所 在 的 平 闸 为 坐标 平面 , 点 P RRRA G 10. BEKIRA P Bes 
到 的 力 是 指向 点 0, 是 这 力 在 0 办 和 Oy 轴 上 的 投影 您 别 为 | 


ktm f kim Y 
EGET NI. ^00 RA y yi ， 
AE =M Em), 是 引力 常数 . RITE CO 中 已 经 考虑 到 到 0 为 村 


(20) 


原点 时 所 产生 的 附加 作用 ， 
由 牛顿 第 二 定律 有 l , 
` ! " ' P" 
Cary VU ;y—- KEAV yr. (21) 
MRTA di—97, da-3, p1—9, p=; 那 末 方程 组 (21) 可 以 写 为 形状 n 
- H des E pi m 3n = P9; | D | 
dpi, Pa de Pa (22) 
aO tD Ë 
容易 验证 函数 
H= 1 ( 5 x 
=F rit pD- ——— —Àá- 
itg 


ME: 为 该 系统 的 哈密 顿 函 数 ， S EON A 
it, 


4&5 cM renID SEE: asz 
四 下 ,为 了 解 常 微分 方程 组 (29)， 我 们 只 要 求 出 窑 所 对 应 的 偏 微分 方程 
3 A3 
HEJ al (GI Caii =0 e» 
的 全 积分 - jmd, SHREE, 05; n 


x-—roog8, y--rsin, 


这 时 La DE D 
| $-$ AC rain 8) prese. 
从 而 feded oso- L-2 aing, 
E E + 二 eos B, 
因此 方程 (23) 变 为 o. o 
eel(y-R yen 0 an 


ARN RRUR UR OD RAFO 假设 
5—f() Fg) XQ), 


代入 (34) 得 到 
ip; P 1 f) k dh -o Tr 
H o) t gao) -E - 20. (25) 
AO. ARERR BREST as 好 | 
BO a 
所 以 (一 一 a 二 常数; 
此 外 ， ifpi go] -ma 
-Fp 2 g*8)— 2a? 4 kir- Tr G 
TREP OBER ACE -an 那 末 
g0) = —ii, 
g) — — a0 x a 
这 时 2217? 4-2 — e? £1 (7) — ad, 


即 fe 224 ELLE 
由 此 得 到 | PE 
Y 4 
O= Ef y 22e 85 — Sap cit 


这 里 wg 是 某 常数 ， 


ans EAR -pia DA 


Bub. —— 's—gr, B, t, a1, a5) +2 : 
=- ti- ap-| aj mr E E tota 
是 方程 人 和 的 全 积分 ， 


根据 雅 可 比 定理 , 方程 组 (21) (注意 ! RAUM 组 (322)) 的 解 可 以 出 


be ei (mae w 4)’ * e. 


r 3 9 
b= E=- Qu E) A dp 


(36) 


得 到 . 

为 了 确定 运动 , 假设 当 # 一 加 M, P SERERE ro, Bo， m—— 
到 : bye —io, bae — Ó., 现在 确定 另外 两 个 常数 1 和， 假设 当 t=p 时 ， 
初始 径 向 速度 为 uo, 角速度 为 me, BR l 


| c2 =tio, 
F) = (E) 7 m) [M m (2... n 


1 
am i dí 2l. JQES4) 
aosa CL) -L--Qe——- 14) 


i 
d Y -~ € ME) 
Sk) o 


ar T ri 
MIERE] a= -iht 
Br] 
a= dear - ZE), 
(26) 8938 57 j 
a- b= aaf" (en 2 2k 2) de (at) 
e E .ü8 


关系 式 (37) 即 (26) 的 第 二 式 确 定 了 运动 的 轨道 , 而 (26) 的 第 一 式 是 确定 
运动 经 过 某 一 点 的 时 站 的 现在 讨论 运动 轨道 的 形状 .为 此 , 在 (27) 式 的 积 


分 中 里 二 一 各 那 末 " 
6—6,-a, f^ Car den dag 


ail -g tC 


= are sin -r 
WEEE: kt Buai 
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3 r1] 
Rasi, eo ieri ago 


ES 
“0 a= arcsin AE] ^ 


ar, 工 
E 
Eu] 6 — 8— arcsin L, Xx 
i. 
其 中 B=0,+arc gin 3 . 
因此 运动 部 道 的 方程 是 | | : 
. » -a r 


”了 一 sg . 
xtAL— A HA, 当 el ED, 当 eI Iiae, S 当 e*n AE 
WER. 
从 此 得 到 结论 ， 两 质点 在 万 有 引力 作用 下 的 运动 是 这 样 的 ， 一 个 质点 对 
. 另 一 质点 0 而 家 是 沿 一 条 二 次 基线 运动 , 且 质 点 0 位 在 这 条 二 次 少 线 的 一 个 
UM fL. 


习 | 
ix SUL EA RE RET E 
de 4, 95 
di qq 
D o Hirman (itra Pan 


grit Q3 — cord) ?0 


$2. 


Q4 


. m ^ 


J E Co AX 


—-1.5-xr«-l, 


-ir«--0.5, 
—0.6 «x0. d, 


2g; 0,5 xx xl, 


5T 
TE 


es zie $1 027 


Israel., 


i-— 
l-t 


. x= e <3) 


dy. i soos a sene 


“di soa- "uM 


` > r—ti 
. Rees TE P 
Le 
. tgtigr—e, 


. —Sarctgice) I& x — Qn - lm, 
.GO-DG?-1) e, 


. &rogsin;i + arcsin g cec, 


z-igü-ro. 
sime ta) E ori, 了 一 小 
(ritli x o1), 
od. 
Si 30r rH eed T 

Es 


MTS Aer ygiggr nat Bocos), ! 


3 m 答 x* 


1 1 l. 
eu già sin 2), 


13. =r Hlc Rao, 


13. z— 


12 
14. gl 及 w= 


l2? 
15. z- (e 1) r=, 
1 Wi+ —1 
16. z= Lh . 
OVES ( lė] 
17. (o l, 
i8. z==— Er= 
t e~z n 2d 
19. VIA E gt e, 
20. te^? 4-z—c, 


21. E er zv. 


0, 


22. t- Icrem|a|-e Esx-0, 


23. eos È — sin 工 一 一 上 los 
z t 


24. le fë] Eee, 
25. OS PM 

t 
26. e«4-Injd| —e, 
27. m= ®t GGl, 

0r 

29. gel 3, 
30. VI rt VI VI e ILE =i44 T, 
81. z z—aresin[e(t —1)71. a-aresin VÉ HPP, 


etg a «tg E 


5 


32. 说 十 = pg 
SEQ 8 
83. 1) PO e 


t 


2) i- muli CR sin at — Iw coscot + Lao), 


S4. v(e) 一 mia e HL 


bae 


， m— 


ho x?y?- 2 lu |z] =f, 
y y 


. tpit me (nog. 


. t=, KCe 


. B T.78 X45. 


1 


二- 一 上 9 
a P= pe et 


e* Ett) 


f ef (s)ds, 


US i—e* 


- GG) exp[ (00. 6520. 
. m) = tg[e c0], ' 
1 


H= ENO: 


1 | 
E= ME, VN Gy) 
eM ON aM ƏN 


Gy — 0m — ~ oy T Ee a 
— E+ TIN M C $Gy). 


. gj ry c(t). 


. Bin r= tt, 


Be a poi 8 
e = Ce — = 
3 


zi ec 
t 


. (13 —2:2— 3) - e(z?-- 1 —1)? em. 


ES] 


: ( ) 
le +Ë p 一 类 
gq—0, w=t+1l, WE». 


"ü-p? 


- mode EG TIG 


aa 


- sio yd eate S. 


[rete 
boa 


=c} — s RU "Amt, 
i 


pv" 及 z= aevo, 


n ^u 


. &—i-4-6 H a Bee, 
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